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Dia vorliegeodeii Uniersiicbttngen, wetebe Herr Puiseux in 
Liouvilla's Journal dB MatMwwHques pures ar applifue««, T.XV 
und XVI in den Jahren 1850 und 1851 veröffentlicht bat, Mldan 
für das Studium der böbarn Zweige der reinen Matbenatik, wie 
der mathematischen Physik eine vielurofassende Cnrndlage und 
sind inabesondere dadurch auttg«»zeichnet, dass äberall von der 
so lichtvollen geometrischen Methode, deren Entstehmig wir der 
durch Gauss*) eingeführten Darstellungsweise complexer Grössen 
verdanken, Gebrauch gemacht wird. Ich habe mich daher veran- 
lasst gesehen, diese wichtigen und interessanten Uotersucbuiigen 
den Jüngern Freunden der mathematischen Analysis, welche auf 
dem ausgedehnten Gebiete derselben bereits zu den Elemmten der 
Integralrechnung vorgeschritten ßind, in deutscher Bearbeitung vor- 
zulegen Mud darf vielleicht hoffen i ]dass dieses Scbriflchen Mau- 
cbeni nicht unerwünscht sein wird. 

Den gegeuwärtigen Betrachlungeu liegt der Begriff der Con- 
tiijuilät der coniplezen Functionen zu Grunde (Nr. 1—7), wofui* 
Cauchy suwol die allgemeine Detinition**), als auch den Uiat- 
sächlicben Beweis*'*''*') gegeben hat. Denkt mau sich in der Ebene 



*) Göltinger Gelehrten Anzeigen vom Jahre IS3I, Stfick64. 
**) Ompuss rendm, ami^e 1^16; T. XXIIl, p. 70H. 
***) Exereices d* Analyse et de phytique maihSmalique ; Paris 
IrlU; T.U, p. rOQ. 
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einen Punkt P auf rechtwinklige Coordinaten-Axen bezogen, die 
Axe des Reellen und die des Imaginären, und nimmt in Be* 
zug auf jene die Coordinate a, in Bezug auf diese die 
Coordinate b an, so wird dem Punkte P die complexe Grösse 
a + hi zuertbeilt. Auf diese Weise entspricht jedem Punkte der 
Ebene eine complexe Grösse, und umgekehrt lässt sich jede 
complexe Grösse als Punkt versinnlichen. Wie man mit den 
Punkten, welche coiAplexen Zahlen entsprechen, die arithmetischen 
Operationen vornehmen kann, wie man also Punkte zu finden ver- 
mag, deren Werthe der Summe, DiüFerenz, u. s. w. anderer dtirch 
gegdbeae Punkte dargestellter Werthe gleich sind; welche Curven *) 
durch gegebenen Functionen von z zugehörige l^unkte beschrieben 
werden, sobald man den z entsprechenden ^unkt / auf bestimmten 
Cürven fortführt; welche Punkte den Ableitungen gegebener Func- 
tionen zukommen u.s. f., hat Henr Siebexk ausfährlich darge- 
tban*'^). Denkt man sich nun die complexe Grösse z variabel, so 
kann der zugehörige Punkt Z jede Stelle der Ebene durchlaufen, 
so dass die Ebene als der geometrische Ort der compiexen Grösse 
2 anzusehen ist. Da man immer den RadiusveCtor r eines Punktes 
Z als Function eines Winkelst, welchen derselbe mit der ä;-Axe 
bildet, betrachten kann, so lässt sieh auch z als eine continuirliche 
Function g)(t) von der reellen Grösse t auffassen, und zwar als 
eine complexe Function von der Beschaffenheit, dass z^Xi für 
tssti und Ä = Ä2 für f=^2 wird; alsdann wird 9>0i) einem 
Punkte Zi und ^pCfj) einem Punkte Z2 eittsprechen, ferner wäh- 
rend t von tf bis (2 continuirlich wächst, die complexe« Grösse 
(p(t) oder z auf einer gewissen durch ^(0 vollständig bestimmten 
Gurve vom Punkte Zi zu dem Punkte Z2 continuirlich übergehen. 
Auch der Function u = f{z) wird ein Punkt U der Ebene entspre- 



*) Unter Ctirw ist hier überliaupt der Weg zu verstehen, wel- 
chen ein Punkt durchläuft. 

""*) Crelle's Journal für die Maihtmaiik, Bd. 55, Si221« 
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chea, welcher mit 2 sekie Lage ändeia und zwar in derjenigea Ite- 
ziebuDg zu Z stehl, die sieb in derFunotion /(s) selbslausspricbt; 
desgleichen wird f{z^) dem Punkte I7| und f{%^) dem Punkte U^ 
zugehören. Da die Function 91(0 hier ganz willkürlich angenom- 
men war, so kann man sich ebem sowol eine andere Function 
j^sexO) denken, fär welche x('i)se2^ und xitt)^%\ ist, also, 
wenn wieder die Veränderung von z bloss durch die Veränderung 
der Grösse t bedmgt ist, den Punkt Z während des Wachsens von 
^1 bis t^ auch auf einer andern Curve von Zi zu Zi übergehen 
lassen, und gleichzeitig wird dann U ebenfalls auf einer andern 
Curve als vorhin von Vi nach ü^, gelangen. Somit gibt es einer- 
seits unendlich viele Curven, auf denen Z durch Veränderung der 
Grösse % von Z| zu Zt% und andererseits auch unendlich viele 
Curven, auf denen U von V^ zu U^ übergeben kann. 

Der Begriff eines zwischen imaginären Grenzen genommenen 
Integrals und der Sinn der Vieldeutigkeit desselben ist zuerst von 
Cauchy*) dargelegt worden. Wie für den Falt^ dass « = /(«) und 
z nur reelle Werthe durchlaufen, das Integral 

delinirt wird durch die Summe: 

f{a)dz + /•(a+d«)d« + /(a + 2d«)dÄ + .... + fi,h—dz)dx + f(h)dz, 
so soll hier ganz entsprechend das Integral 

«1 
wenn die den Wertben «1,^, C| , Si»..-. «2 zugehörigen Punkte 

auf dem Wege von Z in sehr kleinen Abständen auf einander fol- 
gen, duvch die Summe: 

r(»i)(^-«i) +/10(C.-C) + /'(e.)(C,-&) + .... + A«»)(«2-C») 

detinirt werden, wo », , ?, ^,, ^, , ^n, »j und /(«j), /(O. 



h 



*) Memoire $w les integrales definies prises enlre des limiles 
imaginaire». Pari$ 1825. 
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A^i)»----' A*i) complexe Fancti^pea v«ii der reellen ttrtete t 
siDd. SeUt JDan ni|n hierin : 



wo 

a?, = rt pos h = ^, (^i), y, = r, sin r, = ^2(^1), 

^ s=^ ^08 T = 9^1(1^), jy = p sin T ==yj(T), 

ä *= pi cos f, == 5P|(t,), jj, = p, sin T|= qPi(T,), 

a?2 = Vi cos ^2 = yi (^2)» »1 = ^2 sin ^ = 9)2 (^2) 
reelle Functionen von t sind, während alsdann 



wird, wo fi und /'2 gleichfalls reelle Functionen von t bezeichnen, 
t>o ergibt die vorstehende Summe folgende Gleichung: 

- «1 

|Vi(<i)($-»i)+A(i)(li— 5)+-J - /.«i)(ii-»i)+Ai»)iiii-v)+-li 

+ 'i[A('i)("!-»il+AW("?i-il) + .-I+[A("i)(|-a:,) 



=/t 






Somit ist das Integral von einer complexen Grösse mit Hilfe der 
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siofRlfdieB DartMlhmg dee iBiaginlrett eben so als oomplexe Grösse 
zweier re«lleo lolegrale defiDirt, wie es die directe Ausführung des 
Ausdrucks 



ß 



[/.<»+'w)][T+"TV 

mit sich bringt. Selbiges wird daher durch einen Punkt darge- 
stellt, welcher durch successive Construclion der Punkte, die der 
obigen Summe angehören, gewonnen werden kann. 

Es ist aber zu untersuchen, ob man durch die Bildung die- 
ser Summe für die Forlbewegung des Punktes l von Z^ nach Z,' 
auf andern Curven denselben Punkt, oder neue Punkie erlangen 
wird, und wie im letztem Falle die neuen Punkte zu jenem liegen 
werden ; d. h. ob der Ausdruck : 






wo 



/•(»).f,(0 + iT4O 
ist, immer' denselben Werth halj in welcher Weise man sich auch 
% von t abhängig denken mag, wofern nur % = %^ für t^ti und 
% r »2 für t = t^ ist, oder ob dieser mehrere Wertbe zulässt, und 
in welchem Zusammenbange dieselben unter einander stehen. 

Wir werden uns gleich von der Gültigkeit des folgenden 
Satzes überzeugen: 

Wenn f{%) eine continuirliche Function von z 
bezeichnet, welche für keinen endlichen Werth von % 
unendlich wird, u^nd wenn es eine stetige Function 
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tff(z) gibt, deren Ableitung fix) daraiellt, sa ist der 

f{z)dz von dem Wege der Inte- 
«1 

gration unabhängig und stets gleich tpizi)'-tp(zi). 

Zunächst ist klar, dass wenn einem Wertbe von z ein ge- 
wisser Punkt Z und der Function rp(z) der Punkt V entspricht, 
und dann Z zu irgend einem benachbarten Punkte Zi übergeht, 
dem die complexe Grösse s+A zugehört, auch der Function i^(s+A) 
ein gewisser in der Nähe von V liegender Punkt Vi zukommen 
wird. Bekanntermassen versteht man unter der Ableitung einer 
Function xp(z) einer complexen Grösse die Grenze des Ausdrucks 

^ ^ — ^— für AäO, jedoch nur unter der Voraussetzung, 

dass diese Grenze unabänderlich dieselbe ist, auf welche Weise auch 
h zu Null herabsinken mag. Nun ist aber die Lage des Punktes, 

welcher der Grösse ^ 7 — 5l__ entspricht, im Allgemeinen 

von der Richtung abhängig, in der Z zu Z| gelangen kann, 

mithin wird lim - — ^— j, — —- im Allgemeinen unendlich viele 

Werthe annehmen und daher nicht als die Ableitung der Function 
ifj(z) deflnirt werden können. 

Gehen wir nun von der Annahme aus, dass 
lim i/^(g+A) — i/^(g)_.. . 

A=o —^ h '^*' 

ist, und setzen wie früher z^g>(t), z+h^^(t'\-T), A = y(^+T) 
— (p{t), wo g>(t) eine complexe Function der reellen Grösse Hst, 
so geht durch Einführung dieser Werthe t/;(«) in die complexe 
Function x(0 über, ferner die zu Grunde gelegte Gleichung, wenn 
noch durch t dividirt wird, in: 



oder 
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wp abo die coDDpl«ze Grösse, s als FudcUob von t auftritt. Durch 
IiMgntion nach t ergibt skb hieraus: 






I gemäss die Gleicb 
' z, ^ i, dt 



weil aber der Definition gemäss die Gleichuugeq 



J> 



and xM'^V^i^t)f X(^i) = V^(^i) gelten, so folgt endlich, dass 

JH 

h 

das Integral also von ip(t) und mithin von dem Wege der Inte- 
gration ganz unabhängig, somit unter den gemachten Voraussetzun- 
gen einwerthi.'g ist. 

Für ganze rationale Functionen von einer complexen Grösse 
hat der soeben abgeleitete Satz seine volle Gültigkeit; es leuchtet 
ferner ein, dass eine Function, welche durch eine convergente nach 
den Potenzen des Arguments z aufsteigende unendliche Reihe de- 
ßnirl ist, für alle Werthe von Zy für die diese Reihe convergent 
bleibt, eine Ableitung besitzt, und dass umgekehrt auch eine Func- 
tion xfß(z) für sie existirt, als deren Ableitung die Reihe f(z) gilt, 
so dass hier ebenfalls der Weg der Integration gleichgültig ist, so 
lange man sich auf Punkte eines gewissen Gebietes beschränkt, für 
welche die Rrthe convergent ist. Das Resultat der Integration über 
eine geschlossene Curve muss in diesen Fällen y^izi) — tp(Zi) = i} 
sein. Eben so erstreckt sich der Satz auf gebrochene rationale 
Functionen unter der Bedingung, dass f(z) lür keinen endlichen 
Werth von z unendlich wird. Sollte dieser Fall etwa für die 
Werthe a, a\ a'%.... von z eintreten, so würde die Untersuchung 

f(z)dz freilich eine Hodification erleiden. 
h 

Es lässt sich die in Nr. 6 und 7 eingeführte Anschauung 

von der Art der Verschiebung einer beliebig gekrümmten Curve, 

welche dkseibst gleichsam als ein biegsamer und ausdehnbarer Fa- 
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den betrachtet wird, in eine strengere Form bringen, deren sich 
Weierstrass in seinen Vorlesungen liedient. Es seien die Werthe 
a,a',a'*,.... durch die Punkte A,A\A'\..., (Fig.A) dargestellt, 
ferner sei io ^^^ ausserhalb der Verbindungslinien AA*, AA*',..,.^ 
A*A** ,..., angenommener Punkt mit dem Werthe Oq und Zi ein 

Fig. A. 




beliebiger Punkt der Ebene, jedoch ausserhrib der geraden Li- 
nien AI, A'V, AH**,.... welche bezüglich von A, A\ A** aus 

f{z)dz zunächst lur 
die gerade Linie A^Zf zu erhalten, nehmen wir auf AqZi einen 
Punkt Z an und setzen 7^ =«, so dass dem Punkte Z die com - 

plexe Grösse » == o, -j- (ä, — 0^)8 entspricht. Dadurch geht unser 
Integral über in: 

ff(z)dz = /(ä, - a«)^[ao 4 («, - ao>] ds = F(»t) , 

wo »i durch jeden Punkt der Ebene auuierbalb. der Linien jü, 
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it, i"?',..- reprä$enlirl uod daher durch «ersetzt werden 
kann, ßomi ist: 

^^ :*:y^*j^(«« +(«-aa)*]+(«-Ö5)»f [«0+ (»-ao)$]\d», 
wo die Ableitung 

f [ao -f {z-aM - -ö[«^+(«-^«,),] 
einen ganz beatimmien Sinn bat, da / eine rationale Function vor- 
stellt. Es ist aber 

folglich hat man für alle Werthe von % ausserhalb der genannten 
Linien : 

d.h» es exisUrt eine Function F(«), doren Ableitung nach «durch 
f{»} dargesteUt ist, und somit wird das Resultat der Integration 
aber «ine gascUossejie Curve, welche sich bis zu keiner von jenen 
Linien erstreckt, gleioh NuU. 

Zu denselben Folgerungen gelangt man naturlich auch, wenn 
man statt A^ einen andern Pnnkt A^ mit dem Werthe aj zu Grunde 
legt, und zwar für all« solche Punkte Z, die ausserhalb der neuen 
unbegrenzten Linien itii , i^f, , A*'V\,.... li^en; nur hat die 
Punctton \ftv) alsdann eine andere .Bedeutung, nämlich die, dass 
»ie jetzt die Constante «i enthält, während sie vorhin die Con- 
ttante o« "enthielt. Diieselbe muss daher auch doppelt bezeichnet 
Werden: etwa mit F%i%) und Fa|(«). 

Hiernach ist also fQr jeden Punkt Z der Ebene, mit Aus- 
schluss der auf den unbegrenzten Linien Ah i^,...., i'f, i'?|,.... 
befindlichen Punkte, jede der Functionen fa^(a), f a, (») so be- 
schaifen, dass ihre Ableitung gleich f(z) ist; für die Punkte der 
Linien AI, A'fy.... besitzt die Function Fa^iz) allein diese Eigen- 
schaft und für die Punkte der Linien Alt, A'l\.... nur die Func- 
tion Fai(z). 



— XIV — 



Fig. B. 



Integrirt mau nun von Zi aas bis zu dem Punktib ipi der 
Linie AI, dann über die Strecke pip und schliesslich auf« dersel- 
ben Seite von AI ü|)er pZ^Zi zurück, so ist den Werth des ge- 
schlossenen Integrals gleich Null. Hierbei wird zwar die Linie Ali 
in qi und q überschritten^ allein es ist für alle Punkte der Curve 
ZiqiriTqZ^Zi , wo die Strecke ViV zwischen fif und 919 nach A 
gerii^htet ist, die Ableitung einer und derselben Function Ba^{%) 
gleich /(«), daher das über diese Curve fortgeführte Integral gteieh 
Null, eben so auch das Integral über |»iprriPi , weil hierfür Fa ^^ 
die nämliche Eigenschaft besitzt: folglich hat man, da sich die In- 
tegration über r^r und rvx gegenseitig aufheben, für das Integral 
über ZiPipZfZi den Werlh Null. 

Was endlich den Fall betrifft, dass Z die Linie AI in pi 
(Ftg^ B) überschreitet, so construire «an nm A dhien klei- 
nen Kreis und integrire über 
ZiPtßisßiAoZiVtnA anehüber 
Z^A^ßxSißiPiZtZi , um jed^s 
mal das Resultat . Null zu er- 
halten; da sich die auf ^t^ 
und io^i « ^ber A^i und ß^A^t 
über ß^i und Ki/^9 bezüglichen 
Theile dier Integrale zerstören, 
so ist au<A die 3un^^. deir 
über Z^PiZ^Zt und ßtsßtf^ 
fortgeführten Integrale Null, d. b. 
das Integral über ZiP^Z^Z^ 
gleich dem Integrale über /?,«tA</*r B^^^« geschlossene Curven 
werden also in gleichem Sinne durchlaufen. 

Um für den Sinn einer geschlossenen Bewegung einen ein- 
fachen Ausdruck zu haben, ziehe man von dem Punkte A aus 
(Fig C) zwei unbegrenzte gerade Linien, die von einer geschlosse- 
nen Curve in der Richtung des Pfeiles irgend eine Anzahl von 
Malen geschnitten werden, und beschreibe um A rinen Kreis, wel- 
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dier dk ganze gekdilotsene Carve umgibt. Ferner denke man 
sich in A einen Beobachter, welcher die Linie AI entlang sidbl, 
bezeichne den Theü ACA^CA 
desKreisfSy dem der Punkt 
Zi angehört, mit I und den 
andern Theil mit 11, nenne 
ferner die Richtung von links 
nach rechts die positive 
Richtung: aladai^n wird die 
Integration auf dem Kreise 
im positiven Sinne vollzo- 
gen, so oft . die Integra- 
tions-Curve die Linie AI in 
positiver Richtung durch- 
schneidet, und umgekehrt. 

Nun lässt sich leicht angeben, wie viele Umläufe der Punkt 
Z auf einer geschlossenen Curve um einen Punkt A macht, wenn 
man die Anzahl der Schnittpunkte dieser Curve und der Linie AI 
ins Auge fasst. Offenbar muss die Curve aus dem Theile I in 
den Theil II des Kreises eben so oft eintreten, als es umgekehrt 
geschieht, wenn man die Theile durch die gebrochene Linie CAC 
geschieden denkt; es muss daher, wenn n positive und n' negative 
Schnittpunkte auf AC, ausserdem m positive und W negative 
Schnittpunkte auf CA liegen, 

sein, d.h. n — n'^mf — m. Da aber m'— m för die Integration 
fiber CA gleich m — m* für die Integration über iC ist, so hat 
die Zahl n — n* unabhängig von der Richtung der von A ans ge* 
zogpnen Linie stets einen konstanten Werth, welcher als Mass für 
die Anzahl der Umläufe dienen kann. Auch für jede von A aus- 
gehende gebrochene oder continuirlich gekrümmte Linie hat Das- 
selbe Gültigkeit ; ferner ist klar, dass jene Anzahl gleich ± I oder 
ist, wenn die zu durchlaufende geschlossene Curve keine Dop*: 
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pelpunkie bat, je nachdisiii der Punkt A kmerhalb «der attSserhaHb 
dieser Cui*ve liegt. — 

Alle vorstehenden Betrachtungen erstrecken sich auch aaf 
solche transcendente Functionen /(«), welche folgenden Bedingun- 
gen unterworfen sind : 

i) dass f{z) für alle reellen und ima^^nären Werthe von z ein- 
deutig ist; 

2) dass es innerhalb eines endlichen Gebietes nur eine endliche 
Anzahl solcher Werthe von z gibt, für welche die Function f(z) 
unendlich wird (singulare Punkte), und dass diese übrigens mit z 
continuirlich bleibt. 

3) dass auch die erste Ableitung von f{zi diesen Bedingungen 
entspricht und überall mit f{z) selbst continuirlich ist. 

Die in den Nummern 9 — 12 enthaltenen Sätze, welche hier 
nur als Zusätze erscheinen, sind zwar schon von Cauchy aufge- 
teilt worden*); wenn man jedoch mit Hilfe des in Nr. 6, 7 und 
im zweiten Theile Gesagten sich davon Rechenschaft zu geben weiss, 
wann die über eine geschlossene Curve hin zu integrirende Func- 
tion nach einem Umlauf des beweglichen Punktes ihren Anfangs- 
werth wieder annimmt, und wann nicht, lassen diese Sätze erst 
eine einfachere Deutung zu. Hieraus wird sodann in Nr. 14 die 
Reihen -Entwickelung einer Function u = q>(z) mit Hilfe einer Me- 
thode abgeleitet, welche ebenfalls von Cauchy herrührt und mehr- 
fach wieder benutzt worden ist. 

Es bedarf dann noch des Nachweises, dass eine solche Ent- 
wickelung von q){z) nur auf eine Weise möglicti ist, so dass b€|i 
jeder Entwickelung die Coefiicienten von (s— c)"* unverändert auf- 

y*q>(z) 
-^ dz fßr den 



*) In dem angeführten MSmoire und dra Comptet rtnäus, T. XXUi, 
p. 263 und 692. 



U^inep Kraig um T mit («), Kkr den Kreii a mit (() und für 
etmui am C kesditieheifeen Kreip mü (fi), bq isl offenbar 

daher I 



ist; mithin hat man: 



»-i«e m^«e 



tttid rar aiie innerhalb dee Kreises a befindiicben Werthe ¥on %: 

•Ho 

—CO 

Multiplicirl man diese Reihe mit _ .^ ^ integrirt hierauf über ei- 
nten Kreis a, für dessen Gebiet die Reihe convergent bleibt, und 
beachtet augleieb, daes das Integral 

(9) -°" (9 

Iflr alle von n — I verschiedene Werthe m Null ist, wie sich durch 

Einführung von % — c=^r^^ ergibt; so hat man: 

"^' 'inij (»— 6)" 

wo M alle positiven und negativen Zahlen durchUuft. Somit lässt 
sidi q>ix) nur auf eine Weise nach den Potenzen von s— c ent- 
widudm 
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'Sobald die von Caii'chy eivf lehnten Satze 'be^eseii ^nd;'W 
es von Natzen eine specieUe Anwendung derselben auf eine alge- 
braische Gleichung zu, machen (Nr. 17), weil sich dann die Be- 
dingungen ihrer Gültigkeit bestimmter einkleiden lassen. 

Im zweiten Tbeile (Nr. 18 — 27) werden zunächst Untersu- 
chungen über die Art der Yertauschungen angestellt, welche die 
einer algebraischen Gleichung genugenden Fupctianen,^, ti^^w... 
eingehen, sobald man den beweglichen Punkt um singulare Punkte 
herumführt, und hiermit mehrere neue Sätze abgeleitet; Pui- 
seux^s Methode gewährt ein Mittel, die Darstellung der Systeme 
wirklich zu leisten. Zugleich wird hier gezeigt, wie frtwa überhaupt 
jeden von einem Punkte zu durchlaufenden begrenzten Weg auf 
eine Zusammensetzung einer einfachen Gurve und eiofr.Aeibft von 
Elementar -Curven reduciren und die Werthe, welche die Function 
auf verschiedenen Wegen erlangt, unmittelbar beurtbeilen kann, 
wenn man sich der so vortheilhaft gewählten Bezeichnungen bedient. 

« Der dritte Theil enthält die Anwendungen . 'dieser Untersu-* 
chungen auf die Integralrechnung und insbesondere die Behand- 
lung von Functionen, welche durcSh Gleichungen zweiten Grades 
und durch binomische Gleichungen definirt sind. Es ergeben sich 
hier (Nr. 50 und 39) allgemeine Formeln für sän)mtliche Wertbe 
eines zwischen bestimmten Grenzen genommenen Integrals, so- 
bald es nämlich elliptisch oder hyperelliptisch ist, 2n Perio> 
den desselben , wenn das unter dem Wurzeteeichen stehende 
Polynom vom (2n4-l)ten oder vom (2n-h2)ten Gi^ade ist; und 
sobald es einer binomischen Gleichung mien« Grades angehört, 
welche n singulare Punkte darbietet, m-^l Perioden, falls n 
einem Vielfachen von m gleich ist; (w— l)(n— -2) Perioden, 

H 

wenn ausserdem der Grad des Polynoms von z kleiner als — - 1 

fn 

ist, und in andlsm Fällen (m — l)(n— 1) Perioden. : 

In Nr. 58 hat Puiseux die Jacobi'sche Behandlungsweise 
der Abel'schen Functionen durch seine M^hode auf den Fall er- 
weitert, wenn mehr als zwei Functionen zugleich gegeben sind. ' 
Zum Schlüsse folgt eine' zweite Abhandlung über die irre- 
ductibeln Gleichungen, die für alle vorangehenden Untersuchungen 
eine besondere Wichtigkeit haben. 



Erste Abhaiidluug. 



Erster Theil. 



!• Eine Function u einer reellen oder imaginären Yariabeln 
z, welche durch eine algebraische Gleichung 

nu,z) = 
definirt ist, wird dadurch, dass man der Variabein einen beson- 
dern Werth ertheilt, noch nicht vollständig bestimmt, weil die 
gegebene Gleichung im Allgemeinen fär jeden Werth ron % meh- 
rere Werlhe von u liefert; es muss noch angegeben werden, wel- 
cher von diesen Werthen zur unzweideutigen Definition der 
Function u dienen soll. 

So würden sich z. B. aus der Gleichung 
w*— « = 
für einen durch re'* dargestellten Werth von s, wo r positiv und 
/ reell ist, folgende zwei entsprechende Werthe von u ergeben: 

rUS — rM\ 
wo A den Zahlenwerth der Quadratwurzel von r bedeutet. Zur 
Vervollständigung der Definition unserer Function könnte dann für 
t ein Winkel zwischen — n und +7r, und jpur u der eine jener 
beiden Werthe, etwa r*e^* ein- für allemal gewählt werden; mit 
dieser Wahl jedoch , welche zumal nicht allgemein bei Glei- 
chungen von jedem Grade stattfinden kann, ist das Unbequeme 
verknüpft, dass hierdurch u zu einer discontinuirlichen Function 

FtAcher, Pu%9eux*8 UntersuchwigeH etc. 1 



von z gemacht wird. Legt man nämlich der Variabein die bei- 
den Werthe re^^^^* und re bei, die für einen posi- 
tiven, unendlich kleinen Werth von e unendlich wenig von einander 
abweichen, so werden die correspondirenden Werlhe von u: 

n — €. — TT +g . 

um eine endliche, mit 2r^i zusammenfallende Grösse differiren. 

9. Diese Discontinuität lasst sich aber durch eine andere 
Definition der Function u verhüten. 

Gehen wir wieder von der Gleichung 
/(m,ä) = 
aus, deren linke Seile wir als eine ganze Function von u und s be- 
trachten können, legen z einen beliebigen Anfangswerth c bei, so 
dass der Anfangswerth h von u jede Wurzel der Gleichung 

/(tt,c) = 
sein kann, und lassen nun z von dem Werthe c aus zu einem 
neuen Werthe k continuirlich übergehen, so werden sich zu glei- 
cher Zeit auch, wie Cauchy in seinen Nouveaux Exercicei de 
Matkimatiques, tome II, page 109 bewiesen hat, die verschiedenen 
Werthe von u continuirlich ändern, unter denen einer nämlich zu 
Anfang gleich b ist und nach Durchschreitung unendlich kleiner 
Zwischenstufen einen bestimmten Werth h erreicht, welcher z =k 
entspricht. Gilt nun auch dieser Werth von u als eine Function 
von z, und zwar offenbar als eine stetige, so hängt doch die Be- 
stimmung desselben für einen besondern Werth von z nicht allein 
von diesem selbst, sondern zugleich auch von der Werthreilie ab, 
welche z von seinem Anfongswerthe aus durchlaufen ist. 

Es ist hier wol zu beachten, dass die Function unbestimmt 
wird, wenn z beim Fortgänge von c bis k auch einen solchen 
Werth erhält, für welchen zwei Wurzeln der Gleichung 

/(!*, «) = 

coincidiren ; da jedoch Werthe dieser Art nur in begrenzter Zahl 
vorhanden sind, so kann dieser Umstand immer umgangen werden, 
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vTelche Werthe auch die Grössen c und k besitzen mögen, weil 
der Uebergang einer imaginären Variabein von einem Werthe tu 
einem andern auf unzählige Arten möglich ist. Wir bemerken 
ferner , dass die Function u iür z = k diesen oder jenen Werth 
annehmen kann, je nachdem man z diese oder jene Werthreihe 
durchlaufen lässt. 

Soll also die vorliegende Aufgabe , für einen beliebigen Werth 
von z den Werth von u zu bestimmen, nur eine Lösung zulassen, 
so muss dieselbe folgendermassen gestellt werden: 

„Wenn die Function u, welche der Gleichung 
/(t*,Ä) = 
genügt, für z- c den Werth b besitzt, so soll ange- 
geben werden, welchen Werth dieselbe fürÄ=* er- 
hält, sobald z von c bis k eine vollständig bekannte 
Werthreihe stetig durchläuft.'' 

Wenn es nach Cauchy's Untersuchungen für die Analysis 
und insbesondere für die Integralrechnung von hoher Wichtigkeit 
ist, die Mannigfaltigkeit der Uebergänge imaginärer Variabein von 
einem Werthe zu einem andern in Betracht zu ziehen , so werden 
wir uns, um den Gang einer solchen Variabein deutlich vor Augen 
zu haben, der geometrischen Darstellung bedienen, welche dem 
grossen Mathematiker so ausserordentliche Vortheile gewährt hat. 
Sobald wir z = x + yi setzen, haben wir uns einen Punkt Z vor- 
zustellen, dessen rechtwinklige Coordinaten x und y sind, so dass 
jedem Werthe von z ein Ort von Z entspricht, und umgekehrt; 
während also z von c bis k eine bestimmte Werthreihe durchläuft, 
geht der bewegliche Punkt Z von dem z = c entsprechenden 
Punkte C bis zu dem z ^ k entsprechenden Punkte K auf einer 
bestimmten Curve fort. Demnach wird unser Problem auch lau- 
ten: Den Werth zu finden, welchen die Function u erhält, wenn 
Z von C bis K eine vorgeschriebene Curve durchläuft, welche so- 
wol eine gerade, als gebrochene, als krumme Linie, als auch irgend 
eine Zusammensetzung von geraden und krummen Linien sein 

I* 
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Fig. I. 



kann, wofern nur zwischen den Punkten C und K keine Unter- 
brechung der Stetigkeit stattfindet. 

a. Um diese allgemeinen Betrachtungen in helleres Licht zu 
setzen, wollen wir dieselben an die obige Gleichung 

u^ — z^O 
knüpfen. Beschreiben wir um den Anfangspunkt mit beliebigem 
Radius r einen Kreis, nehmen auf dessen Umfang innerhalb des 
Winkels der positiven Axen die beiden Punkte C und K an, nen- 
nen t und ^ die spitzen Winkel COx und KOx (Fig. I .) und 
setzen d'>T voraus: 

so ist für den Punkt C: 

und für den Punkt K: 
« = re*» = *, 
während für einen beliebigen Ort 
des Punktes Z auf der Peripherie 

ist; hierbei kann der Winkel t 
zum Anfangswerthe von t und die 

Grösse r^e^* zum Anfangswerthe 
von u genommen werden. Wenn wir nun Z von C nach K auf 
dem Bogen CLK fortführen, der kleiner als der halbe Umfang ist, 
also den Winkel t von t bis ^ continuirlich ausdehnen, so erhält 

die Function u für z = k den Werth r e^ ; lassen wir hingegen 
Z den Bogen CMK durchlaufen, der grösser als der halbe Umfang 
ist, d.h. den Winkel t von t bis^ — 27r abnehmen, so erhält die 




k den Werth r^e *^ \ welcher jenem gleich, 



Function u iür z 
aber entgegengesetzt ist. Hieraus sehen wir schon, dass eine im- 
plicite Function nach unserer Betrachtungsweise nicht allein von 
dem Werthe der Variabein s, d. h. von der Lage des Punktes Z, 
sondern auch von dem Wege abhängt, welchen dieser Punkt von 
seinem anfönglichen Orte aus zurückgelegt hat. 
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4« Im Allgemeinen ist die linke Seite f{u^z) der gegebenen 
Gleichung von der Form 

itw« + Ätt«-' -f Ctt*«-2 + .... + /w + ir, 

wo AyB.Cy /, K ganze Functionen von z bezeichnen , welche 

wir ohne gemeinschaftlichen Theiler voraussetzen können. Ueber- 
dies darf diese Gleichung als eine irreductible betrachtet, d.h. der 
Function f(u,z) der Charakter der Theitbarkeit durch irgend eine 
ganze Function von u und z, deren Grad in Bezug auf u kleiner 
als m ii^t; abgesprochen werden; denn wäre ein solcher Theiler 
vorhanden, so würde die gegebene Gleichung in mehrere andere 
irreductible Gleichungen zerfallen, von denen jede durch die in 
Rede stehende Function u erfüllt wird. Unter dieser Voraussetzung 
können für kein z zwei Wurzeln der Gleichung 

zusammenfallen, weil diese sonst bekanntermassen nicht irreduc- 
tibel sein würde; übrigens werden diejenigen Werlhe von ä, für 
welche sie gleiche Wurzeln besitzen sollte, durch eine Gleichung 
in z bestimmt, die auf eine begrenzte Anzahl von Auflösungen 
führt, so dass die ihnen entsprechenden Punkte sich in begrenzter 
Zahl vorfinden, ohne eine stetige Curve zu bilden. 

&• Um die zu betrachtende Function genau zu definiren, 
lassen wir Z von einem Punkte C ausgehen, welcher dem Werlhe 
c von z entspricht, nehmen ferner ^n, dass die Gleichung 

eine oder mehrere einfache, endliche Wurzeln besitzt, von denen 
eine mit bt bezeichnet werden mag, während ifi eine stetige Func- 
tion von z vorstellt, welche der Gleichung 

genügt und sich gerade beim Ausgange des Punktes Z von C auf 
fri reducirt. 

Denken wir uns nun Z von dem z = e entsprechenden Punkte 
C aus nach dem *= fr entsprechenden Punkle K auf einer Curve 
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fortgehen, auf welcher die Function U| nirgends unendlich wird, 
oder mit einer zweiten Wurzel der Gleichung 

/'(w,c) = 
coincidirt, und dass schliesslich if| im Punkte K einen Werth A| 
annimmt, welcher alsdann eine der Wurzeln der Gleichung 

sein wird; so gelangen wir durch die folgenden Betrachtungen zu 
einem Fundamentalsatze unserer Theorie: dass dieser Werth hi 
ungeänderl bleiht, sobald die Curve CMK zwischen den festen 
Punkten C und K in die unendlich nahe liegende Curve CM^K 
übergeht (Fig. ^.)- 

pjg 2. Stellen wir uns nämlich vor, zwei bewegliche 

1^ Punkte Z und Z' durchliefen diese beiden Curven 
zu gleicher Zeit, von dem Orte C gleichzeitig aus- 
gehend und in K gleichzeitig zusammentreffend, wäh- 
rend die simultanen Orte M und 31* y wo die Func- 
tion Ui die simultanen, conlinuirlich veränderlichen 
Werthe Vx und v^' besitzen mag. stets einander un- 
endlich nahe bleiben: so wird die Veränderung der 
Differenz Vf — v^' ebenfalls continuirlich erfolgen. 

Beachten wir nun, dass die Wurzel ti« der Gleichung 
/(w,ä)=0 
die ganze Curve CMK entlang keiner andern Wurzel gleich ist 
und sich daher eine endliche Grösse J der Art angeben lässt, dass 
die Norm der Differenz zwischen Ui und einer zweiten Wurzel 
entlang dieser Curve beständig grösser als J ist; da ferner die 
Werthe von z für die Punkte M und W unendlich wenig differi- 
ren und folglich jede der Wurzeln der Gleichung 

für den Punkt M' von einer der Wurzeln der nämlichen Gleichung 
für den Punkt M uni^ndlich wenig differirt : so ergibt sieh, dass 
die Norm der Differenz v^ — Vf' entweder unendlich klein , oder 
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grösser als /t ist. Weil nun diese Differenz im Punkte C gleich 
Null und ausserdem continuirlich veränderlich ist, so muss sie 
fortwährend unendlich klein, folglich im Punkte K in aller Strenge 
gleich Null sein; die Function U| erhält demnach in K denselben 
Werth A| , mag nun Z den Weg CMK, oder den Weg CM*K zu- 
rückgelegt haben. 

6« Wenn wir uns jetzt eine allmälige Verschiebung der 
Curve CMK, als absolut biegsamen und dehnbaren Faden gedacht, 
zwischen den festen Punkten C und K vorstellen, so bietet sich 
unmittelbar folgender Satz dar: 

Sobald der Punkt Z von C nach K gelangt, mag 
nun der Weg CMK, oder der Weg CNK (Fig. 3) durch- 
laufen sein, erhält die Function M| , die in C den 
Werth 6| besass, jedesmal denselben Werth A|, wenn 
sich nur die Curve CMK durch Verschiebung mit 
CJiK zur Coincidenz bringen lässt, ohne dass dabei 
einer derjenigen Punkte überschritten wird^ für 
welche dieFuntion ii| unendlich wird, oder mit einer 
zweiten Wurzel der Gleichung 

/(ti,ar) = 
zusammenfällt. 

7. Da wir den Punkt K mit Fig. 8. 

C zusammenfallen lassen können, so 
gelangen wir noch zu folgendem 
Salze: 

Wenn der Punkt Z von C 
aus die Curve CLMC bis zu 
demselben Punkte C zurück 
beschreibt (Fig. 4), so erhält die Function i«|, die an- 
fänglich den Werth bt hatte, zuletzt wieder densel- 
ben Werth &! , wofern sich nur die geschlossene 
Cttrve CLMC auf den blossen Punkt C reduciren 
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läsBt, ohne dass einer derjenigen Punkte über- 
schritten wird, für welche t«| unendlich wird, oder 
mit einer zweiten Wurzel der Gleichung 

/(t«,«)-0 
zusammenfällt. 

Pig 4 Es ist sehr zu beachten, dass diese 

geschlossene Curve CLMC durchaus jede 
Gestalt annehmen, sich sogar schneiden, 
oder um den Punkt C beliebig viele 
Umläufe machen kann, wenn nur die in 
dem Satze ausgesprochene Bedingung er- 
füllt wird. 

So z. B. nimmt die Function tii, 
welche durch die Gleichung 

definirt ist, ihren Anfangswerth wieder an, sobald der Punkt Z von 
C aus zu diesem Punkte C zurückkehrt, wenn sich die durchlau- 
fene Curve auf den blossen Punkt C reduciren lässt, ohne dass 
der X SS a entsprechende Punkt A überschritten wird. 

Eben so erhält die Function tii, welche der Gleichung 

(«— fl)(Ä-a6(«—a").... «*"*=(«— a)(Ä—aO(« — a'0.... 
genügt, bei der Rückkehr des Punktes Z nach seinem Aus- 
gangsorte C ihren Anfangswerth wieder, wenn die von Z beschrie- 
bene Curve auf den blossen Punkt C reducirt werden kann, ohne 
dass die den Werthen a, a', a'', . . . ., a,a',a'',.,. von z bezuglich 
entsprechenden Punkte i4,i4',i",....8l,8l',8l",.... überschritten 
werden. 

Dasselbe gilt endlich von der Function tt|, welche durch die 

Gleichung 

ti* — u -|- ÄÄ 

deOnirt ist, wenn sich die von Z beschriebene geschlossene Curve 

auf d«n blossen Punkt C ohne Ueberschreitung eines der beiden 
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«= + r-ra und «Ä — 5-75- entsprechenden Punkte A und i*' re- 

duciren lässt. 

9. Wenn Mf eine den vorhin angegebenen Bedingungen un- 
terworfene algebraische Function von z bezeichnet, welche also 
stetig ist, der Gleichung 

/(!«,«) = 
Henügt und sich für ar = c auf die Grösse 6| reducirt, so stellt 

Uidz bekanntlich die Summe der Produkte aus den Werthen 

c 

der Function tci und den unendlich kleinen Zuwächsen vor, wel- 
che die Variable % während ihres Uebergangs von der untern 
Grenze c zur obem Grenze k erhält. Da nun z von e bis k, 
oder mit andern Worten der Punkt Z von C nach K auf unend- 
hch viele Arten fortgehen kann und jedem Wege CMK (Fig. 5), 

Fig 5. 



j: 




welchen der Punkt Z etwa durchläuft, ein endlicher und bestimm- 

Utiz entspricht, wofern nur die Func- 
tion Ui auf diesem Wege nirgends unendlich wird oder mit einer 
zweiten Wurzel der Gleichung 

nu,z)^0 
zusammenfallt; so entsteht die Frage nach der Aenderung des 

Integrals futäz, welche unendlich kleine Verschiebungen der 
Punkte C und K, so wie auch der Curve CMK mr Folge haben. 
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Weil nämlich diese Curve der Voraussetzung gemäss keinen 
Punkt enthält, für welchen die Function t<i unendlich oder eine 
vielfache Wurzel ist» so gilt dasselbe auch von der unendlich nahe 
liegenden Curve CM*K\ und es lässt sich dann wie in Nr. 5 be- 
weisen, dass die Wertbe von u^ für zwei unendlich nahe liegende 
Punkte beider Curven unendlich wenig verschieden sind. Der Zu- 
wachs des Integrals, welcher durch den Uebergang der einen in 
die andere hervorgebracht wird, kann daher nach den Regeln der 
Variationsrechnung gefunden werden, es ist nämlich 

/* ä k rk 

Uidz^ I dCUidz)^/ (uiddz + duidz) ; 

da nun aber die Ableitung --r^ die Curve CMK entlang beständig 

dz 

einen endlichen Werth behält, wie die Gleichung 

^f dM, Bf ^^ 

5m7 dz "5% 

Sf 
zeigt, wo nämlich ^e- nicht Null sein kann, so lange Uj eine ein- 
fache Wurzel der Gleichung 

ist: so hat man 



mithin 



dutdz = -p dzdz = du^dz, 
dz 



und folglich 

Je Je Je 

oder auch, wenn 6, und %% die Werthe von tt| für die Punkte 
C und K sind, 

d I Uidz — hidk — htdc* 

9. Aus diesen Gleichungen entspringen einige wichtige 
Folgerungen. Lässt man nämlich zuerst die Punkte C und K! 
mit C und K zusammenfarllen, so ist 



und folglich 
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(I. h.: 

Das über die Curve CMK fortgetuhrlc Integral 

k 

Uidz behält seinen Werth unverändert bei, wenn 

c 

diese Curve zwischen den festen Punkten C und K 
tMne Veränderung ihrer Gestalt erleidet, ohne dass 
jedoch einer von den Punkten, für welche die Func- 
tion ti| unendlich wird, oder mit einer zweiten Wur- 
zel der Gleichung 

coincidirt, überschritten wird. 

lO. Nehmen wir ferner an, dass der Punkt K mit C zu- 
sammenfällt, also der Weg CMK zur geschlossenen Curve CLMC 
(Fig. 4) wird , so ist 

(J* = <Jc, 
mithin 



d luidz = (Ä| — 6i)(Jc; 



so lange aber der Punkt C fest bleibt, ist 

de = 0, 
und folglich 

dluid» - 0, 

d. h. : 

Das vom Punkte C aus über die geschlossene 

Curve CLMC fortgeführte Integral /utdz behält den* 

selben Werth, wenn diese Curve ausserhalb des fe- 
sten Punktes C eine Veränderung ihrer Gestalt er- 
leidet, ohne dass einer von denjenigen Punkten 
überschritten wird, für welche die Function «t un- 
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endlich wird^ oder mit einer zweiten Wurzel der 
Gleichung 

zusammenfällt. 

11. Da das Product (A, — 6j)(Jc auch fürA|=:6i ver- 
schwindet, so gilt unter der Voraussetzung, dass die Function 
Ml denselben Werth wieder annimmt, sobald nur der Punkt Z zu 
demselben Orte (7 zurückkehrt, folgender Satz: 

Ist die geschlossene Gurve CLMC von der Art, 
dass die Function U| nach vollbrachtem Umlauf des 
Punktes Z ihren Werth wieder erhält, so bleibt der 
Werth des über den ganzen Umfang dieser Curve 
fortgeführten Integrals ßi^dz ungeändert, wenn sich 
die Verschiebung der Curve über keinen derjenigen 
Punkte hinaus erstreckt, für welche die Function u^ 
unendlich wird, oder mit einer zweiten Wurzel der 
Gleichung 

zusammenfällt. 

Wenn wir nun diesen Satz mit dem in Nr. 7 aufgestellten 
vereinigen, so ergibt sich folgender Satz; 

Ist die geschlossene Curve CLMC von der Art, 
dass sie auf den blossen Punkt C reducirt werden 
kann, und zwar ohne Ueberschreitung eines derjeni- 
gen Punkte, für welche die Function ici unendlich 
wird, oder mit einer zweiten Wurzel der Gleichung 

/•(«,«) =0 
zusammenfällt; so ist der Werth des über den gan- 
zen Umfang dieser Curve fortgeführten Integrals 
fuidx gleich Null. 

19. Wenn die Function Ui ihren Anfongswerlh wieder an- 
nimmt, sobald Z auf der geschlossenen Curve ClJfC einen Umlauf 
vollbracht hat, so ist der Werth des über den ganzen Umfang 
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«lieMr Curve au^^gedehnten Integrals yu|({« unabhängig toii der 
Lage des Anfangspunktes C desselben; denn es gilt immer die 
Voraussetzung, dass 

ist, während der Punkt C auf der unbeweglich gedachten Curve 
CLMC verschoben wird, mithin de nicht gleich Null ist, und so- 
mit bleibt die Variation des Integrals yttids gleich Null. 

Anders verhält es sich offenbar, wenn die Function ihren 
Anfangswerth nicht wieder annimmt, sobald Z auf der geschlosse- 
nen Curve einen Umlauf gemacht hat, weil alsdann nicht mehr die 
Differenz Aj — fr| gleich Null ist. 

13. Damit nicht die Tragweite der vorstehenden Sätze un- 
nutze Verkürzungen erleide, weil man unter geschlossener Curve 
eine Begrenzungslinie, die sich nicht selber schneidet, zu verste- 
hen gewohnt ist, so mag nochmals darauf aufmerksam gemacht 
werden (Nr. 7), dass die geschlossene Curve, von welcher vorhin 
die Rede war, nicht der Umfang einer begrenzten Fläche, 
wie etwa eines Kreises, oder einer Ellipse zu sein braucht, 
sondern sich wie eine Lemniscate selber schneiden kann, 
und zwar beliebig vielmal; dass auch einer und derselbe Theii 

Fig. 6, 




dieser Curve, oder eine Zusammensetzung z. B. zweier Kreise 
CLAM, BNP und einer geraden Linie AB (Fig. 6) zu zwei-, oder 
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mehrinaligen) Umlauf des Punktes /dienen kann, hier etwa der Reibe 
nach der Bogen CLA, die Linie AB, der Kreis BNPB, die Linie 

BA und zuletzt der Bogen AMC.*) 

1.4t. Wir können nun auch, ohne an den Beweisen etwas 
zu ändern, in den soeben aufgestellten Sätzen an Stelle von ti| 
eine rationale Function von ui und z substituiren, wofern nur 
diese auf dem von Z durchlaufenen Wege nirgends unendlich wird; 
und sodann die Reihenentwickelung für % herleiten. 

Es seien nämlich a,a'ya",..,, die Werthe von z, für welche 
die Gleichung 

vielfache, oder unendlich grosse Wurzeln besitzt, und A,A\A**.,,, 
die ihnen entsprechenden Punkte; ferner seien diese mit dem 
Ausgangsorte C des beweglichen Punktes Z durch gerade Linien 
verbunden; endlich sei um C ein Kreis a mit einem Radius be- 
schrieben, dessen Länge einer positiven, und zwar die kleinste der 
Längen CAj CA', CA**, .... nicht übersteigenden Grösse q gleich ist, 
so dass alle jene Punkte A, A\ A'\..,. ausserhalb des Kreises 
liegen. 

Für einen innerhalb des Kreises oder auf der Peripherie 
desselben liegenden Punkt kann nun die Function U| verschiedene 
Werthe annehmen, je nachdem der Punkt Z von C aus diesen 
oder jenen Weg zurückgelegt hat; während jedoch die Function 



*) Obgleich Cauchy in den Comples rendu» des sennces de 
VAcademie des Sciences vom Jahre 1 846, wo sich die Sätze der Num- 
mern 9, 10 und 11 finden, diejenigen Punkte, welche der durchlau- 
fene Weg nicht überschreiten darf, bloss dadurch charakterisirt, dass 
die Function für diese Punkte discontinuirlich wird; so erschien es 
bei der Beschränkung auf algebraische Functionen genauer zu sagen: 
die Function u wird für dieselben unendlich, oder eine vielfache Wur- 
zel der Gleichung 

f{u,z)^0. 
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M| nur einen und zwar ganz bestimmten Werth annehmen Itann, 
wenn man die Bedingung festbSIt, dass der Weg überall innerhalb 
des Krrises a bleibt, weil sich alle dieser Bedingung unterworfe- 
nen VV<'ge durch Verschiebung zur Coincidenz bringen lassen, ohne 
dass dabei einer der Punkte A,A\A'\.,, überschritten wird. Die- 
ser VVerth der Function u^ sei (piz\ 

Um denselben nach der von Cauchy mehrfach angewandten 
Methode in eine Reihe zu entwickeln, nehmen wir zuvörderst hi- 
nerlialb des Kreises a irgend einen Punkt F an, für welchen z 
den correspondirenden Werth y hat, und betrachten dann den 
Ausdruck 

y(g)_y(y ) 

z-Y ' 

der nämlich eine rationale Function von z und fp(z) darstellt, 

welche nicht unendlich wird, so lange der Punkt Z innerhalb des 

Kreises a bleibt; auch wenn z^y wird, in welchem Falle sich 

dieselbe auf die endliche Grösse (p*{y) reducirt. Lassen wir nun 

Z auf dem Umfange des Kreises a einen Umlauf machen, so wird 

Jene Function denselben Werth wieder annehmen und alsdann 

das Integral 

ry(g)— y(y) 



r 



-dz. 



Qber den ganzen Umfang ausgedehnt, nach Nr. 11 den Werlh Null 
haben, d. h. es ist 

l^^lZI^^dz^^ odery(y)/-^ ^ /?«1^ 

J %—y ^ ' J ^—y J z-y' 

wo sich die Integrationen über die ganze Peripherie des Kreises 
erstrecken. 



zufolge Nr. 11 auf das über 

z — y 

, für das Centrum 

- « — y 

r und einen sehr kleinen Radius e zurückgeführt, also dann 
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gesetzt werden kann, wo nnr ^ variabel ist, und mithin 

folglich 

SO verwandelt sich obige Gleichung in 

y(«)(i« 



»<r) = ^y ?? 



Beachten wir nun, dass die Norm ^ von s- c auf dem Um- 
fange a selbst grösser als die Entfernung CF ist, d.h. als die 
Norm von y —c\ dass sich also der Ausdruck 

-JL=-J_ 1 

z — y % — c ' . y — c 

z — e 

y — c 

in eine convergente, nach den Potenzen von aufsteigende 

X c 

Reihe : 

z y « — c"^ (»— c)»"^(«— c)»^"" 
entwickeln lägst, so ergibt sich 

r*p{z)dz f <piz)iz . , /'fiz)dz. 

Da die rechte Seite dieser Gleichung ebenfalls convergent ist, so 
hat man endlich für fp{y) folgende convergente, nach den Poten- 
zen von y — c fortschreitende Reihenentwickelung: 

^"=^/ ^ +cr-.)/ J^U(r-o)yg| . ....]. 

15. Nachdem die Existenz dieser Reihe nachgewiesen« be- 
darf es noch der Berechnung der Coefficienten, welche sich mit 
Hilfe des TaylorVchen Satzes finden lassen. Es ist nämlich 
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ist. Bestimmt man jetzt aus den Gleichungen 

die Werlhe von l • . , I . 2 . —i, die bpzüglicli inii F|(m,s), 

Fi(u,z)y,... heieichnet werden mögen, so erballen die Grössen 

l ' 12' • • • ' **'® ^«''^*»*' ''i (*!»«). *i(*i.c) folglich ist 

(/')<jr(y)=6, +Ft(ft,,c).(y--c) + /,(*„c).(y-c)*+ 

Es unterliegt nach dieser Entwickelung ketnem Zweifel., auf 
welche Wurzel der Gleichung 

»ich . dim Formel (JF) bezieht; iie auf ider reobten S^ite «tdieode 
Reib« giN näffihch den s^c}^ «Alsprediendeo Werib dei^eoig^ii mit % 
coüUnuirJich vi^änderiicbeii Wurzel, wotdie für xmc 4en W^fth 
1^1 erhält vorausgeseUl, da^s der Punkt / v<m C mA r gel^ntf , 
fboe d#n Kifm a zu ferlaesep, oder dass die Entfernupg CZ 1119- 
ßtm il^Rer ab die kürzeste der LäfigeD GA,CA\CA'\.,.^ bleibe. 
Die Formel findet nur för solche Wer^be vott y AiiwendM^g., ^(Hr 
welolie die Norm v^n f — c Ueioer «Is 4tese kfii^eii^ i»ängt jsit, 
. dir»i| Wf un^er d^r Bedingung CN. 14} hat die B^seiebiiuiig.fpC}/) 
4iiiieiii b^füBiten Sinn. 

t^ Beüeicbnet jetit jj^ irgend ^nen Wertb ^^n fund IT 
dtn lim fNitsi^fK^enden Punkt 1 wekben der bewq^e f^w^^ Z 
Mif d«(BA W«ge ClflT (Fig. 7) (srr^iclit, ofane jedoch dfurcb mm 
der Pimkl« i,4SA^.... au geben; so Vkn^ sieb der Wertb kx 
der Fttü^tiptt Mi für s^^Ji; auf /olgen<|e Wei^ berec^pa^p. 

; idp isf n&truire iiin C einen Kreis, welcher keinen ^er ^mikie 
4,4',4\... einschlios^t; fülls dieser Krei» die Gurve C4Ur ?oH- 
standig umfasst, ersetze man in der Formel (F) nur y durch J|r, 
um lii «u ef^alten. Im apdern Falle wird der Kreis die Curve 
CMJL eif- oder mebnnil sdinei4ent und zwar syei C der erste 
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Schnittpunkt dieser Curve, dann t* der entsprechende Wetib fMi 
%, so dass der Werth b^ von te, für den Punkt O gewonnen 

■ Fig. 7. ■■ ■ 




wird, wenn man in der Formel ^ (f) y durch c' ersetzt. Da 
die Curve CMK in die 'b^«en Theile CMC*^ unA eM'K tt^OüK 
so construire man üm^ einen, ^runeiten' Kreis, von welebeiti die 
Punlite A,A'j/lf\...i slmmtlich MisgeticMosseH sind; falls dieser 
Kreis die Cor ve (?tfK vollitdndig^ unifastft, ensetce man ili d^r 
Formel (F) niir 4 durch tf^ h^ durch ftj' und )/ durch jt; um A| 
ftu erhalten.' im andern Falle wird der Kräe die Carte df^iT 
schneiden, ^ond zwsfr sei C*^ der erste Sehnittpunitt «ireser 
Curve^, Äato c^' <ler etktsprechende Werth ton «, so^ da«» der 
Wertti fti" von «i filr den Punkt C" gewonnen wird, w«nn man 
in der Formel {F) e durch c'\ 6| durch 6|^ urtd }^ dofob c'^ eTsMflt. 
Da jet^ We Curve CM'K w die beiden Thette C9V' und 
C*WK ierfUlt, se construire man um €^' einen dritten Kreb, 
v)Mi welcheiA die Punkte i, i', 'i^', . . . . sämmtkcK ausgeftdrioseto 
iNml. Durch Wiederhohmg dieser CoilMruction wii*d man schliess- 
lich einen Kreis um den Puhkt 0>' erlangen, welcher die biirve 
C<^Ar(»>lfr t<^}lstdndig mnftfsst; uttd alsdamn in der Fortaü^l (F) e 
durch c^*>, »i' durfch »,W'tiriÖ /'durch Ar ersetston, um enjilidi Ibi 
tu erhalten. « ' » ♦ 

' Wenn man ^b (Jmstatidf benutzt, dilss die Ciifve 'CAfJt zwi- 
schen *^n festen Punktet) C undJf Ws zu den Punkten A;A\it^,J.. 
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^fl t l it i— itertgll hMün, iMi6 '^sW di^' «HM«^ A, elfte Aenderuiig 
eriefieli ^ndl- Affher daM Aber die kadiM der Ri^ise gar keine 
Be^tiimiang getroffen war, so kafm iHan^^ibft di^ B^echnung ton 
k^ erleichtern. Wir wollen ind^is bti dfeaem'Gegen^kitide'nkht 
ttager verweilen. ; 

. : lt. Ausser der diireM die Foimsl (F) gegebetten ItaHwieke- 
Jhmg» welche nur s* lAuge Anwendang: fiiid«l, ab der Punkt' i? 
einen gewiaaen Kreis niefat verliast, könMt» nooh vMf andere, 
GM den Umfang einer Yom Kreise verackiedenlir gesdiloeaeflen 
Curve anwendbare EntwidieliiDgeli aiilgeatettl wurden. ' 

Stellt tp(») eine rationale Function ?on r yor, welche fär 
%9Bc yersch windet, während «=£=jr + yt'jst, so ist die Norm yon 
i^(x), die mit ntp{x) bezeichnet 'werden mag, eine Function ?on 
X und y, und die Glekhung 

druckt filt einea^esitiren constataten Werth vidu l eine algebrai- 
wiMi^ürUB ait». Da alsdann lür den Punkt (7 diiö Gleichung 

, . n}p(^)^0 . .... 

gilt, so ergibt sich, dass ein Zweig dieser Cunre für hinreichend 
kleine ' W^rthe tori l eine geschlossene Curye um den Punkt C! bil- 
den wupd.*). 

Nehmen wir jetzt an, dass die Curye s, welche sich für 
1=0 auf den Punkt C reducirt, während I yon Null bis zu einem 
gewissen Werthe X anwächst, an Umfang zunimmt, bis sie mit der 
geschlossenen Curve a zusadpienßUl ; ferner \dasf für die Cunre 
a selbst, so wie für den eingeschlossenen Raum die Gleichung 

nur für 



*) Gai\chy hat in ^den (fimpUs rendu$ de i*Acß4iwiß, |*f^m«.IX 
p. 777 Betraditungen über die Verwandlungen und Yereinigun^gen dec 
yerschiedenen Zweige dieser Curve für den Fall angestellt, wenn die 
Norm { von Null bis ins Unendliche anwftcfa!st! . • . « 

2* 



gnlUg ist; «jls^s aiw^orden die 4)>l<juiwg ^Ml V^' 
^es RauQie« .«liclit vtrsdiiwindet; da|M|elldlklldiePM|lkl«i,il^4^f.««. 
sämmüicta von ((er Ciirve au^ges^lUosse» bl^Htei): so g»!^ ns 
,niir l liiurmkeni kiek ZM nehmen^ 

Unter der Bedingung nun, ciass der Punkt t die Cm^ve « 
niehi Cttt#r»ehMteH darf, kaiiii die P«nclioft ni -fiftT' jedei Punkt 
fiur ei Ben Werth «liuebiiMin^ wuMieti Lauf sie «udi genomfiiM 
bab^B nrngit «od awar Usst sieh dieser Yletti» gicieh i^(s); wie 
.ftc^l^icb J^wieaeü wetden. aoUy in feine coiw^rgeule, nach ümi Po- 
tenzen von tpiu) forteebreitAnde Reäbe entwiekeln. 

WeiJ der Ausdruck 

für jeden Punkt F innerhalb der Curve q^ dem djer Wer|b f 
von s entspricht, eine rationale Fuu^iou von z und <)r(s) darstellt, 
welche nicht unendlich wird, sa lange der Pui)kl. d? inne Cür^e 
nicht überschreitet, da sicfi diesi»l{>e tw x^y auf die endUiBhe 

Grösse %rr\ reducirt; weil diese Function ausserdem denselben 

Wertb wieder erhält, sobald Z auf der Curve einen UraUuf voll- 
bracht bat; so ist das Integral 



/ 



v(*)-v(y) 



aber den ganzen Umfang der Curve ausgedehnt, gleich Ni|]|, mithin 
, , / dz^ r •<p{z)d% 



daher 



A 



fiü)ds 



Jtpiz) tp(y) 
Wo sich die Integrationen wieder über den ganzen Doifai^ der 
Cttrve erstrecken. 

Der Weith des liitegrah^ 
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best sich ohm MHm «rmitteM; deno es ist 
J 11 



Jl 



+ «(»). 



wo a{%} tünt taüonale Fanetioii von s beiödiii«, w«tcN« üi^r^ll 
inni>rfaalb der Curve a und auf deren Umfang selbst endlich bleibt, 
folglich 

Di hi«r mlblg» Nr. II : 

-— «iii|«andert' Mäfet, 

wenn pian dasselbe über timn um den Punfcl T rok einen), »ehr 
kleinen Radius « beschriebenen Kreis fortföhrl, da also 

gesetzt werden kann, wo nur ^ Vifriäbel ist, demnach 
so ergibt sich 



y, 



d% %ni 



Beaohten wir 9nde^ei*ieit)ä, dass 4ie Norm Von V<«V Ar tNe 
Curve a gleich X und folglich grösser als die Norm von ^(f) im,, 
dass sich also 

L_ = J_ » 

t}f(*)-i}j(y) v'C*) ■ i v<y) 

xlfiy) 
in eine convergente, nach den Potenzen von y-r\ aufsteigende 

Reihe: 

1 __±_ , il(y) +01)+ 
v»« ~V(y) ~ ^(«) «^»(«) i^(«) 

entwickdn lisct; so ergibt ticb noch ' 



JtfKx)-yKy)''J 1^(1^ ^"V ri») 

und folglich " , • . ^ 

wo nun die Integrationen über den Umfang einer beliebig^, _i]|' 
nerhalb der Curve a lieget^den geschlossenen Cur^^e mit nur 
einem Umgang um ^ ausged^nt werden kdunen, . \. 

Wenn man diese Curve auf einen s^hr.. Uflimm.^ mti 
den Punkt C beschriebeiieB Srei« \ zurückführt, so lässt sich 

l«iehl beweis«!^ dass das Jnlegi:«! / ^y y fteioll< äsifr^j uA, wo 

Vm das Hesidüum der fnncfion -^^v in Bezug auf«» c bezeich- 
net*); alsdann lautet die vorstehende Gleichung: 

Für . 

entspringt hieraus die Formel (F). Oder setzt man, .un),.^it|(^ ^Q* 
dere Anwendung zu machen, 

wo V. d«n W#irth von « fir den Pankt €^ bezeichnet^ so -eülspricht 
4ie CMeiclMiiig 

n(Ä— e)(« — cO = / •■ ' 

dem Orte derjenigen Punkte, deren Entferniingen von den Punkten 
C und C das Product I geben. Für Werthe voii {, welche klei- 
ner als {J^ sind , wo J die Länge W vorstellt, zerßUt der in 



*) Siehe Möigno, Lecons de calcul diffirentiel riäigies 
d^aprh l$s meikodes ^ et Lei outrages publiSs o« iiÜdiis äe Mu A, L. 
Cauchy. Pöm 1S40. (41* <«pw>. . .,:.^ 
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Rede stehende Ort in zwei geschlossene Corven, von denen eine 
den Punkt C umgibt, mit wachsendem { an Umfang zunimmt und 
für l^\J* der Hälfte PÖff (Fig. 8) einer Lemniscate mit den 

Brennpunkten C und C gleich ist. Sollten die Punkte A,A\A*' 

sämmtlich auf diesem Theile der Lemniscate, oder pjg i^ 
MisserlMin iiesselbsn li^eii, - so kdnnte man «i 
Stelle der €ttrve a die, unendlichA nahe fiegeMie, 
1^ ^J'^ -^<e tels|)rechende Curve; ^ wo b eind posi* 
tive «nendlich Ueine Grösse, bezeichnet, annehmen, 
WeU eÜNihar auch dann noch alle 'oben ang^Uirteii 
Bedingungen erfallt werden : denn die AbMtang SIs «-** 
c — c' von %p{%) verschwindet nur Ar den Werlh 

«•—5--, welcher dem ausserhalb der Curve a lie- 

genden f^unkte.O entspricht; ferner liefert die 
Gtiidipng . 

fm %' die beiden Werthe«' = «, %*=rc + c* — z' , welche, zwei 
Punkten entsprechen,, von denen einer innerhalb der Curve o 
liegt, während sich der andere ausserhalb derselben ,i)efindet, 
weil beide in Bezug auf den Punkt symmetrische Lage haben. 
Somit gilt die Gleichung 

wiz) 
wo Vm das Residuum von . — ■ r. ; ■ — j-- m Bezug auf »=c vor- 

stellt, und zwar so lange der z^y entsprechende Punkt F inner^ 
halb der Lemniscatenhälfte POQ bleibt. 

SchliessKch mag noch bemerkt werden, dass man sich, um 
die Function Ui fcir den Endpunkt einer gegebenen Curve auf dem 
in Nr. 16 bezeichneten Wege zu berechnen, ebenfalls dieser neuen 
Entwickelungen bedienen kann. 



Itel te Punkt f in nBUmWeb iMiMr CntfÜiMlig« ^^m. j^f^ 

kleiii, so das» sich untor den^^ der ^CiM^hung 

diünMnneiMtt earrespdndiriadtft; Vi^eitheir • vjm» n, ^•AqüIiI .^r^H 
^ Werlim» §Dden, ffr wddie dierlihirm der MioNftiz n^-^^^ß 
mKattidi' kieio ist« Qai diese sa^ beeliiwieiii k^oMii di«,:j^ lier 
CHiäehnig <l) gendgende» unendlkh lüeiiiim Werihe von ß mtvn^ 
suchen, zu deren 9eiiiyierte& BeliechBtf»g^ ¥s nilr der T«i^ 
der niedrigsten Ordnung dieser.! Glf^lchiüg.-bedacl« 

Gehen wi^ von dem gewölmlicfi^n FiHe aus, , wo nämlich 

die , j)ar4ieübe Ahl^tmjg -'.^ ' für z == a, 14 f^h nicht yerschwinr 

tlet, SO' b4sil2t die Gteiebung <i) etn^n Term von der Form Bo, 
so dass dann offenbar die beiden TergiQ-A^^. unf] Ba.vop niedri- 
gerer Ordnung sind , als alle tlbrigen, und mithin die p gesuchten 
Wertbe von ß näherungsweise durch die GMchiing ' ' 

A/SP+BatrrO oder p'^ha, 

B 

wo A 3= — -r » gegeben sind. Nimmt^man jeizt aaspe^», wo 

^ die Länge AZ und t ihren , Winkel gegen die Richtung 

der positiven jv beaeichnei, und vemt^ht unter (^>a dnen d«r 
Werthe von ylhQ , so fitfdM man far/^Mgende]rdeir Gt«iif*teHg 
" ' ' '" ■ ßP^Ha • ., - . . ,, 

genügende Werthe: 

l T-h4;i . 1 r-h2(p-.i|?r . 

ßz^{hQ)Pe P ,...., ßp^ihgye p 

Weil nun der ftadiusvector ^ denselben Werth wieder an- 
nimmt, und zwar ebne durch Null zu gehen, sobald der Punkt Z 
auf dßr C^rve CLMC nach vollendetem Umlaufe in seine anfängt 
liehe Lage C zurückkehrt, also auch {hgY wieder seioeii Anfangs- 
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so nttwrt /}| den Anfiiiigswenli von ß^, ß^ den vf d )^,,)i . 4^t, 

. Pms «8 sich 9ucb in alier Strf^e so v^^rbält, .w^nnglekh 
wir ftr jJ^, A»r;,-r /i» ««^ genäherte Werthe angegeben }f^^ 
sfig^. sich fuf folgende Weise. Obsclion hei^Vernacj^ifissigung d|;r 
Terme höherer Ordaungen in vorstehenden Formeln, vorausgese^U^^, 
ßti'*"ßp bezeichneten die genauen Wertbe jener Functionen, je- 
desmal ein^ Fehler voti unendlich kleiner Grösse zu befürchten 

wäre, desnen Orff nu^ Jedodi .- Aj^rataigt, wenn.^ als eine Grösse 

«rsidl* Ordnung gilt v so l&sst der Umstand, däss die Gleichung (1) 
nur dal&selb^'Werihsys^iii' ffir /?' liefern kann, sobald der Punkt 2 
wieder ru sefn^ofi Ausgangsorte gelangt, die Annahme Yi^bt zn, 
dass der Endwerth von ßi nach einem Umlauf, von Z ivjj 9h t mit 
dem Aufangswerthe von ß^ zusammenfalle, weil derselbe sonst mit 
'A^m' Anfangs werttie einer andern, von /?2 Verschi($denen Wurzel 
d^r Gleichung (1> identisicl^^seiDi^ mithin von jenem Anf^agsw^the 
^niwefler uoieinci. endliche, oder um eiiiie unrudlich kleip^ Grösse 

>6n der Ortfttlfifg -, die oicM gleidi Null ^eJn kann, so lange q 

von Null verschieden Jst, ab)Mreichen m^usste. Da sjch auf gleiche 
Weise ergibt, dass d#r Endwerth von ß^ mit dem Anfangswerthe 
voi^ ßz i^ aller Strenge zusammenfSUl, u.s. f.; so . getanen wir zu 
folgendem Satze: 
,. ..- ]e:,ail^,.^MyPI!rtielle. Ableitung lS^j^j^ ^^^^ ^^,5 

.»H)kV v.4ri^chwÄn4e|v Usü^ftn.aii^h die p,F,Mction<iii «|, 
n^f....Up, welche sämmtlich für den Punkt ii g^Uiich 6 
werden, auf einem Kreise der Art aiiardiAe|i, dass der 
{#ifiV/ j^deu suJtoniaepde fin4werih, |Dael|d*m 7 a«f 
\ elfter ii>a4r|idjicb kleinen Curve den PanMt 4 umkreiset 
•k«l^ dem 4iofaBgewerlhe der folgenden. gleich igt. . 

Jfär wirden .j^Qsdw &är9eMlireg9p..d^ Au^druek». bedienen: 
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die FoficlfbneD bilden ein cyklmhes^ysim voü p'ViiHoeii lifki 
ilen Punkt M. 

So wie der Punkt 2. wie bisher, die Curve CLMC Im direeten 
SinHe, d.h. so, dass der Winkel ir wächst, durchlaufen hat, kann 
die Umkreisung auch im entgegengesefzten Sinne stattfinden , in 
weichem Falle die Endwerthe voniti, tij,...., tip bezüglich die 
Anfangs^erthe von Up, Uf, «2, .... tip^i sind. 

Wenn der Punkt Z statt eines Umlaufs zwei Umläufe \vß di- 
recten Sinne macht, so sind die Endwerthe der Functionen «i, 
ti2,...^/tip bezüglich gleich den Anf^ngswerthen von u„ h«, ...'., 
14; nach drei Umläufen sind sie den Aufangswc^hen ?o|i«i#, %*««» 
M, gleich, u. s. f. Erst nach p UmläipfeH des Piiipktesi I erbatlip 
diese Functionen ihre uraprunn^ichen Wertbe wieiikr. . . 

iil. Da die gefundenen Resultate in den Fällen, wo die 

Ablettuiig —^- für z^a, u^b verschwiniiet, qiobt imimr 

streng gültig sind, so bedarf es der Behandlung einer neuen Auf- 
gablf, welcire sich aus folgenden Gesichtspunkten übersehen lässt. 
Um zunächst über d^s Verhalten der Wurzeln nach et^Ni 
Umlauf des Pnnktes Z für den gegenwärtigen Fall Rechenschaft lu 
erhallen, suchen wir die Terme niedrigster Ordnung der Gleichung 
(i)auf. Wenn wir nämlich gewisse Terme T der Gleichung (t) von 
andern unterscheiden, in welchen die Exponenten von a und ß zu- 
gleich kleiner sind, als in T (während jedoch einer von beiden 
Exponenten eben so gross sein kann) und die Summe dei^ Terme 
r mit' u^,' ferner die Summe der übrigen mit yf bezeidkmii, 
so »daes-. * ' - 

Ml; «o werden 1) die Tehile niedrigster Ordnung sicher diir 
Summe j^/ angdißren und däiln 2) wenn wir die Tentie von ji 
nach den fallenden Exponefiteü von ß anordnen, die Expon^nmin 
ton a auMeigen, ^well son«t die Exponenten fon er und jf in einem 



dMi 4m Tomtßu Smume A* ^«fielen. , Di^iuieh luit ^, folgfHMif 
Ptr» 

^= \ß^ + A|/ «''' + A,/*«** +.... + Ai«''* 
wo die fteihe gan'zer Ziahlen *p, pi, Pi,'*-."t Pt-i flUt, während die 
Reihe ganzer Zahlen ^i, 92 ^...m 9i steigt. Somit bietet 'sich fbl* 
gende Aii%ab9 dar : 

Aus den Termen des Polynoms ^ auf alle möglichen Arten 
Klassen zu bilden, deren jede nur solche Terme enthält, Welche 
von g^icher und . zwar niedrigerer Ordnung sind, als alle übrigen, 
wena er als eine uaeqdlicb kleine Grös3e erster Ordnung betrach- 
tet wird « während die Ordnung von ß einer angemessenen Wahl 
unterliegt. 

Sobpld alle diese Kh^sen au%e8telU si|Hl# hat fia« diestUH^n 
gteißb NuU zu setzen* um (fleiebungfai zu echalteu, di<rch we|^ 
ein. oMx mehrere der p unefidUch kleinen Wertbe vop /^o^herpngs-: 
weise bestimmt sind. 

gtellen nämfieh 

\ p a ^ A ß a 
zwei Terme gleicher Ordnung vor, während alle übrigen Terme 
von ^ mindestens von derselben Ordnung sind, und bezeich- 
net fi die Ordnung von ß, so hat man 

fipf+^qf=^^pg + qg 
und für jeden andern von f und g verschiedei)#a Werth h : 

fiph-i qh^m^if' 
(SoUeB sich diese Bezeichnungen auf die Endterme von ^ bezie- 
hen, so hat man po aeji, q^^ 0, p^ = zu setzen.) 

Um uns von der Bedeutung dieser Bedingungen eine klare 
Vorstellung zu bilden, betrachten wir die ganzen Zahlen pk und q^ 
als (JKe Afiscisse und Ordinate eines Punktes üf/t, s^o idass der Punkt 
Mo (Fig. 10.) auf der a^-Axe, der Punkt Mi auf der ^-Axe, alle 
übrigen Punkte Mk innerhalb des Winkels der Positiven x und y 
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liegen, und dann ffie gerade- VerinndängslMie - Wp A d ^ 
Poüklie^ Ih und 'M die Axen aaf der pMüHre» Ml9 mMnh^N^ 
weil nämlich, während die Absdsse p^ grösser ak pi ist, dieOü 
dinate q^^ kleiner als qi sein boussv . 

Pa 89ch min ergibt, dass die Pro^ectioii von OMk anf einer 
geraden Linie OL, deren Gleichung den trigonoroetrtsehen Coefficien* 

ten - besitzt, durch die Grösse ffS^^SL dargeetelH wild, so 
druckt die Gleichung . 

die Gleichheit der Projectionen von OMf und ÖMg auf Ol, d. h. 
die Perpendicularitat der Linien OL und MfMg aus, während der 
Bedingung 

^Ph+qh^m + if 
i^ttfoige die Prhjection» von OMk auf 0£ grösser' oder w«»rigstens 

e6en so gross als die von OMf sein nduss, so dassderPankl 
Mk in Bezug anf den Anfangspunkt Jeitseitt der Li- 
nie MfMfy oder auf dieser selbst liegt. 

Es sind demnach, weil den zusaininenzusteUeaden Termen des 
Polynoms ^/ gewisse unter den Punkten Jf«» Jf|, Jfi,.... entspre- 
chen, offenbar auf alle möglichen Arten zwei Punkte Af/, Mg zu 

Fig 10. 
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mnittel», d#rea..V«rbinAuigdki»^iM/ilf^ ^Mei>ieU^ iMe AkrigQlijth 

«rf dfc»«r:LiBiii nochradeK'Finkttf^Jfe^ üi,.... ftideo, . uqd we«n 
'die^OMibHilg' »•:..' I •',,... . 

lur.Bfstiiniiiung der Ordnuag von ß\ 
dient,. 30 repräsentirt 

(0 ?»f ^f (») P« g« {*) Pik 94 (0 P/ 9i 

jr=^A ß-a^^k ß^^a' + A ß a +k ß a +...>• 
eine der verlangten Klmsen^ wo Üfi Ordming dar Tema f^ff+tf 
durchweg dieselbe iin4 zWar niedriger» «als die aller übrigen Terme 
der Summe ^, also überhaupt der Gleichung (I) ist« 

Damit keine der Klassen K bei d^r Bildung derselben aus- 
gelassen werde, verfahren wir auf folgende Weise. ' Win nehmen 
im Punkte Mp (Pig. 11.) eine mit der x-A\e zusammenfallende Li- 
nie an, drehen dieselbe um den Punkt Mo in dem Sinne, dass sie 
immer die Axe der positiven y schneidet, und zwai^ bis $h durch 
einen der Punkte Afi^Jf^,.... geht; fallen dann noch mehrere 

Fig. 11. 




PliaiEC« a^, %,....> M^ uro d» Miiea» e, Cf-o 7 dir GriMe 
nteh geordiMl siiid, m diese iiaie, $q Ulden die doi Fvnliliu Ib, 
#<» tff,..«., JA| enUpreciMAdea Tenne vo« ^ eiM jm*«!« Ueii«. 
Nun drehen wir die bewegliche Linie um den Punkt ifif MOer m 
demselben Sinne fort, bis sie zu einem der Punkte Mti^u 
Mfi^t,.... gelangt; alsdann entsprechen alle diejenigen Punkte 
Mri^ Mb,...., Ml, welche der Linie in der neuen Lage angehören, 
den Termen der zweiten Klasse. Ferner drehen wir die Linie 
um den Punkt Mi fort, wo sie die Punkte Mi, Mx Jlft ver- 
binden fnaf, und bildon ^iann die d^ Iftztereu entq>rec|(enden 
Tenne der dritte* Kteae. Filirefi wir so A)rt, bis 4ie bewegBßhe 
Linie durch den letzlen Punkt Mi gehU 9& erhalten wir die fpl- 
gendeu Klasse«: 

P U^ fi fl« 1«J> Pn f« 

Ki ^kß +K ß OL -f,... + A ß a , 

(n) Pn «n W P9 99 (*) P, ^t 

Jif, = A ßa\k ß a +....+A ß'a \ 

(') f», q, {») Px 9x W fi ^x 

*i«A ^ a 4-A ß a +.,.. + A ßa , 

<*") Pw ««5 t'^^ % 

Kü>'='k ß OL +....4-A a , 

wo also der erste Term der ersten Klasse Ki unabbiiigig ist 
von a, der letzte Term der letzten Klasse Kta von ß und endlich 
der letzte Term einer jeden Klasse zugleich der erste Term der 
folgenden ist.*) 



*) Obgleich die den einzelnen Termen von yi' entspreohenden 
Punkte auf die hier ausgesprochene Regel fjh* die Drehung der be- 
weglichen Linie keinen Einfluss haben, weil diese Punkte sSmmt- 
lich für den Anfangspunkt auf der entgegengesetzten Seite der Linie 
bleiben, so ist die Zerlegung der linken Seite der Gleichung (t) in die 
beiden Polynome j1 und A* beim Aufsuchen der Klassen doch zur 
Abkürzung dienlieh, wenn auch nicht erforderlich. 
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Wenn man diese versrhiederien Klassen der Reihe nach gleich 
Null setzt, 80 erhält man die Gleichungen filr die unendlich kiei*« 
neu NäherungBwerthe von ß. So liefert die Gleichung 

«^1 = 0, 

V 9 
nachdem durch ß 'a ^^ dividirl worden , pif — fi Werlhe von der 

Ordnung ^ — - : ferner die Gleichung 

nachdem dur<:fa ß ^a ' dividirt wordmi, pi-^^Px Werlhe von der 
Ordnung — » ".».f.; endlich die Gleichung 

q 

nachdem durch a dividirt worden, pu Werthe für ß von der 
Ordnung ^ — ^, so dass im Ganeen 

p<a 

P — pi/-|-£ij — P»-fp*— PA + ... + P«, 

d. h. ebeii p unendlich kleine Werlhe von ß verbanden sind. 

Da das vorhin construirte Polygon MqM^Mi Mm Mi gegen 

den Anfangspunkt convex ist, da also die Zahlenwerthe der trigo- 
nometrischen Coefficienten der Linien Mo Mtf, Mt^Mt, Mi Mk,...., 
Mm Mi zunehmen, also 

P—Pv P^—P^ pi—px pm 

ist; so müssen die aus der Gleiebung 

für ß sieb ergebenden kleinen Werthe von niedrigerer Ordnung 
•ein, ak die aus der GleiehuBg 

entsf>riiigendeD, diese wieder von niedrigerer Ordnung, als die in 
der Gleicbiing 

enthaltenen, u. s. f. 

Finch er, Ptuaeiu'i üntenuchunqen 9tc 3 
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Betrachten wir nun eine die»er Gleicbungen insbesondare, z. B. 

oder 

Da die hieraus für ß entspringenden Werlhe von der Ord- 
nung u=^^ ^ sind, d.h., wenn man den gemeinschaftlichen 

Factor 9 von Zähler und Nenner fort hebt, 

r 

•da ferner alle Terme jener Gleichung von gleich hoher Ordnung 
sind, also 

oder, wenn hier mit s multiplicirt wird, 

^(l>^—p0 = ^(pe—y04-«(ge—gi?) = ....— «<'?*- q^i)^nq> 
ist; und weil nun die Summe r(pe~P0 + «(9ö — ?»?) durch » 
theilbar ist, d. h. also der Tbeil r(pe^ V^ ) derselben, wo aber r 

und 8 keinen gemeinschaftlichen Factor besitzen : so muss '^ — — 
eine ganze Zahl tp sein. Setzt man jetzt iii der Gleichung 

r (pe — P' ) + « de — qv) = ^«9> 

sxp an Steile von pe—p*^ so ergibt sich 

qe—qv — ri(p—ip), 

mithin verwandelt sich die Gleichung 

in: 

AW/9«v + A(ö)/?»Va»'{v—'rt + ....+ AiOa'-^ + 

oder, wenn man ß^ = a^x setst, in 

(2) A(';)a?y + A(ö)a?'^+.... + A(^> = 0. 
Bezeaebnen wir nun die aus dieser Gleieh«fig sidi ergeben- 
den 9) Werlhe von Xy welche sämmlüch von IVüll versdHeden sind 
und zunächst auch sämmtlich von einander verschieden 
siein mögen, miihi.hi^...., ikg>; setzen dann in der Relation ß^^a^x 
die erste Wurzel x^h^ und auserdem wie früher a=r^i ein; so 
finden wir für ß folgende % Werlhe: 
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^^H 1 r(r-|-47r) . Jl r[r^2(5— l);r! . 

\fz = (KQn'e * ßs^iKQ'Ye 

wo (Äiß*")* einen der Werthe von VäiP*" vorstelll. Um noch die 
übrigen Näherungswerthe von /?, also überhaupt alle $g>:=p — pii 
der Gleichung 

genugenden Werthe zu erhalten, brauchen wir nur in die eben ge- 
fundenen an Stelle von A, der Reihe nach A,, As,...., h^ ein- 
zusetzen. 

Weil nun i^ denselben Werth wieder anmmmt, ohne durch T<uH 
zu gehen, sobald der Punkt Z den Punkt A in directera Sinne um- 
kreiset und in seine anfangliche Lage C zurückkehrt, fc^ich aocli 
der Factor (hiQ^iy seinen Anfangs werth wieder erhält; während 
dagegen der Winkel r um 27r anwächst: so geht jeder der ä Werthe 
von ß des Systems (3) in den Anfangswerth des folgenden über. 

Die Herleitung der so eben interpretirten Ausdrücke (3) ge- 
schah allerdings auf dem Wege der Näherung, dessenungeachtet 
muss es sich in 2(ller Strenge so verhalten. Dass nämlich auch 
dann, wenn ßk und ßki-i die wahren Werthe zweier durch die 
Näherungswerthe 

gegebenen Functionen von a bezeichneten, der Endwerth yonßk nach 
einem Umlauf von Z auf der unendlich kleinen Curve CLMC mit 
dem Anfangswerthe vtfn ßk-\-i identisch ist, wird durch den Um- 
stand bedingt, dass das ganze System der Werthe von ß nach 
einem Umlauf von Z wiederkehren, und dass folglich der Endwerth 
von ßk mit dem Anfangswerthe einer andern Wurzel ß* dep Glei- 
chung (1) zusammenfallen muss. 

Zunächst muss nämhch ß\ wie ßk, mit er zu Null herabsfn- 
ken, somit einer der Gleichungen 

ATi = 0, £] = 0) • . . • 9 K& «= 



näheruDgsweise Genüge leisten, und zwar, da ß^ ausserdem wie 
ßk eine unendlich kleine Grösse von der Ordnung — = '^^ '^ 
sein muss, der Gleichung 

entsprechen, weil die den Gleichungen 

Jf, =0, Ä3=0, .... j(r« = 
genugenden Wurzeln, wie wir gesehen liabon, von anderer Ord- 
nung sind. Da nun aber die Ordnung der in den Formeln (3) 

T 

begangenen unendlich kleinen Fehler * übersteigt, so kann «'ie 
Function ß* y deren Anfangswerth dem Endwerlhe von ßx gleich 
sein soll, widrigenfalls jener um eine Grösse von der Ordnung 

T 

- von diesem abweichen wärde, nur ßk4.\ sein. 

t 

Somit ergibt sich, dass die durch die Gleichung 

gegebenen unendlich kleinen Werthe von ß in ^ Klassen zerfallen, 
weiche den Wurzeln A|, hi, ...., hip der Gleichung (2) entspre- 
chen, und dass die s Functionen einer Klasse dergestalt cyklisch 
angeordnet werden können, dass jede derselben nach einem Um- 
lauf von 2 dem Aofangswerthe der folgenden gleich wird; dass 
also jede solche Klasse ein cyklisches System ist (Nr. 18). 

Wenn wir, um dieselbe Methode überhaupt auf alle Gleichungen 

Ä| = 0, ir, = Jirft,=:ü 

anzuwenden, mit (pf den gemeinschaftlichen Factor von y — f^ 
und g,;, mit ^p, den von pn—pt und j, — g,,, mit y, den von 
pi — px und qi — qt, u. s. f. bezeichnen, ferner mit *,, 1«, Äg, 

5*, die ganzen Zahlen ^-=^' , f^LZfi , «LZJÜ, fJÜ . ^o 

Vi 9>2 9% " yw' 

finden wir, dass sich die durch die Gleichung 
Jf,=0 

gegebenen unendlich kleinen Werthe von ß in y, cyklische Sy- 
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$4€me ftondern, deren jede» aus Si Ternien bestehV; dass- ebenso 
die aus der Gleichung 

entspringenden in ^t cyklische Sysleme von $2 Termen zerfaiien, 
u. 8. f. bis zu den durch die Gleichung 

gegebenen Werthen, die ^to cyklische Sysleme von 96) Termen 
bilden. 

Wir haben erkannt, dass die fär s » a> in den gemeinsamen 
Werth b übergenden Functionen t<|, ti},...., Up von z, auf die 
sich, den Gleichungen 

«=a-^a^ t« =3= 6 + /? 
genilkis, die mit a gleichzeitig' verschwindenden Werthe von ß be^ 
ziehen, immer oine gewisse Anzahl cykiisoher Systeme um d^ 
um Punki A darstellen^ Wenn wir andererseits auch aur die^ FMIe 
Rücksicht nehmen, wo sich nur ein System darbietet, wo versofaie* 
deiie Systeme ungleich viel Terme umfassen^ wo endlich Systeme 
durch isolirle Terme vertreten sind; wenn wir also sowoi<dfe 
Functionen t«|, u^,...., Up, deren Anfangswerthe sämmUich v^on* 6 
unendlich wenig verschieden sind, als auch die übrigen Functionen 
Wp-hi» tip.4-2,...., deren Anfangswerthe von den einfachen Wur- 
zeln der Gleichung 

/•(M.fl) = 
j«ehr wpnig abweichen und nach einem Umlauf des Punktes Z auf 
der Curve C£A/C wiederkehren, welche milhin als aus fsolirten 
Tennen bestehende Systeme erscheinen, ohne Unterschied zusam- 
menfassen: so finden die gewonnenen Resultate ihren Ausdruck 
in folgendem Satze: 

Die verschiedenen der Gleichung 

genügenden Functionen Ui^ u^, .... ^ Um können immex 
als eine gewisse Anzahl cyklischer Systeme um den 
Punkt A dargestellt werden. 
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90. Nachdem wir diesen Sats festgestellt haben un- 
ter der Voraussetzung, dass die Gleichung (2), s<i wie auch die 
übrigen, den Polynomen Kf, £3,...., Kta entsprechenden Glei- 
ehangen nur ungleiche Wurzeln besitzen, wollen wir gegenwärtig 
den Fall untersuchen, wo die Gleichung Ci) t Wurzeln 
Ai hat. In diesem Falle enthalt Jede der Formeln (3) t Ndhe- 
rungswerthe von ß zugleich, und es ist dann erforderlidi , dass 
man für die st Werthe von ß, welche der Wurzel A| entsprechen, 
zu weiterer Näherung fortschreitet. 

Zu diesem Zwecke setzen wir in die Gleichung (l) die Warthe 
a=a'», ß — hi^a'^ + ß* 
ein, wodurch sich eine Gleichung (10 zwischen a' und ß* ergibt, 
wdche st unendlich kleine Werthe von ß* liefert, deren 
Ordnung die Zahl r übersteigt, wenn hier a* als eine Grösse er- 
ster Ordnung betrachtet wird. Hiemach wenden wir auf die Glei- 
chung (lO dieselbe Methode an, deren wir uns zur Unterschei- 
dung der Terme niedrigster Ordnung der Gleichung (I) bedienten, 
und finden alsdann zur genäherten Bestimmung von ß' Gleichungen, 

welche 

Jfi^O, 1^ = 

analog sind, von denen wir aber nur diejenigen beibehalten , welche 
für ß* solche Werthe liefern, deren Ordnung die Zahl r jubersteigt. 
Eine dieser Gleichungen K' ~i) wird nun durch Substitution 
von ß*^' - a*^a/ für zwei passend gewählte ganze Zahlen r' und 
s' die der Gleichung (2) analoge Form 

(2') i'a;V + ÄVv' + .... = 

erhalten, für die wir jetzt voraussetzen wollen, dass keine 
gleichen Wurzeln vorbanden sind. Bezeichnen wir mit 
A' eine der Wurzeln, so finden sich unter den in Rede stehenden 
»r Werthen von ß folgende s«' Näherungswerthe : 
a" = a, /?"' « an', ß^k^s a"* + ß\ 
welche auch durch folgende Gleichung gegeben sind: 

J r r{T+'Jkn) r' r'('^— + 2*'7r) 
— ^ , . -- .-i _. L I 



ß^h^»Q*t « +h'(i 
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wo k alte ganzen Zählen von bis $ — 1 und k' alle Zahlen von 
bis 5' — 1 durchläuft. Bezeichnen wir die rechte Seite mit 
ßk,k' , SO lassen sich daher die ss^ genugenden Werthe in folgender 
Ordnung cykliscb aufstellen: 



' /^»-lit» /^0»li«—> /?«»*'-l> . ßi-t'-in 






Da nun diese Werthe von ß nach einem in directem Sinne 
auf der Curve CLMC vollbrachten Umlaufe von Z, während der 
Winkel r bis 27i: anwächst und jeder der vorstehenden Werlhe von ß 
dem Anfangswerthe des folgenden gleich wird, ein cyklisches Sy- 
stem bilden; so entsprechen den verschiedenen Wurzeln hf der 
Gleichung (20 ebenfalls cyklische Wertfasysteme von ß, und folg- 
lich hat der am Schlüsse von Nr. 19 aufgestellte Salz auch in dem 
soeben betrachteten Falle seine volle Gültigkeit. 

Sollte die Gleichung (2') selbst gleiche Wurzeln besitzen, 
etwa die ^- fache Wurzel von A', so würden dieser wV Werthe von 
ß entsprechen, und es würde jeder der Ausdrücke (3') als Nähe- 
rungswerth von t' derselben erscheinen. Durch Substitution von 

in die Gleichung (1) würde sich alsdann eine Gleichung (T') zwi- 
schen a" und /?" ergeben, welche für /9" eine Reihe von w'f' un- 
endlich kleinen Werthen liefert, deren Ordnung die Zahl r' übersteigt, 
wenn «" als eine Grösse erster Ordnung angesehen wird. Hie weitere 
Ausführung dieser Methode würde schliesslich zu abgesonderten 
Nälierungsformeln für sänimtliche unendlich kleine Werthe von ß 
fähren müssen, weil sonst Werthe von ß einander gleich sein 
würden, wie gross auch a sein mag, d. h. gleiche Werthe von u 
vorhanden wären, was auch z sein mag, und folglich die Gleichung 

nicht irreductibel sein würde. Zugleich erkennen wir aus der 
Form der Naherungswerthe, dass sich die Werthe von ß 
immer als cyklische Systeme darstellen werden. Somit ist 
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c^i^licli fAr a|le Fl|lle die Gütügkeit des in. Nr. 19 aufgesiellteu 
Satzes dargetbaOr 

9A* Wif ii{i)>en durcb die vorstehende Auseinandersetzung 
bewiesen, dass die mit U|, tij,...., Up bezeichneten Functionen von 
z immer in eine gewisse Anzahl cykiischer Systeme zerfallen, und 
ferner eine Methode zur Darstellung derselben tnitgetheilt; es wird 
nun von Nutzen sein zu zeigen, dass sich diese Functionen mit 
Hilfe derselben Methode in convergente, nach den gebrochenen Po- 
tenzen von z —a furtschreitende Reihen entwickeln lassen. 

Wenn die Zahl p gleich Eins ist, so gelangt man wieder zu 

dem in Nr. 14 bereits behandelten Falle, wo die Entwickelung der 

Function ii| nach den ganzen Potenzen von z — a aufsteigt. Wir 

schreiten gleich zu dem Falle in Nr. 18, wo p eine beliebige 

dfCu z) 
Zahl ist, während die Ableitung ■ - V * - für u = i, z = a nicht 

v^r,s€hWH>dft. M>t Beibehaltung der in dieser Nummer geltenden 
Qezei^fiungen geben wir der Gleichung (I) folgende Form: 

WQ, r, i^ohi Null sein kann, w:eno q grösser als p ist, und wo q 
nicht Null seip kann, wenn r die Einheit übersteigt. Führen 
wir d|irch Substitution von a = a^P und ß = a'v einerseits eine 
neue Variable a' ein, deren Ordnung mit der Ordnung der p un- 
endlich kleinen Werbe von ß übereinstimmt, und andererseits 4\e 
Function v, welche demgemäss p correspondirende Werthe von 
endlicher Grösse erhält, dividiren hierauf durch a'P\ so geht die 
Gleichunjj (1) in folgende über: 

(4) AvP+B-^S Cv'ia'^^-^^P-^ = 0, 

welche, da offenbar der Exponent (r— l)p+9 wenigstens gleich 
Eins ist, für a' = die -p endlichen und ungleichen, in 

J ~T enlhall<*nen Werthe yi, ^2»...» Yp von v liefert. Dieje- 
nige der Gleichung (4) genügende stetige Function Vn von a\ 
welche für a'=^ den Werth /« annimmt, kann nun nach Nr. 14 
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in eine ronvergeot^, nach den ganzen Polenze« von a! aufstei- 
gende Reihe 

v» = y« + a»o' + b,«'* + c,a'3 + 

entwickelt werden, wo die Cpejficientßn an, b,», c«,.... rationale Func- 
tionen von y^ und von den Coefßcienten der Gleichung (4) sind, die 
sich miMlilfe des Taylor 'sehen Satzes leicht berechnen lassen, 
vorausgesetzt, dass die Norm voq af die kleinste der Normen 
solcher von Null verschiedenen Werthe von «', für welche die 
Gleichung (4) vielfache, oder unendliche Wurzeln besitzt, nicht 
überGi^eigt. Somit hat man für den corre^pondirenden Werth 
/?n v^^ ^ die Reihe 

/J^ ^ y^at + a,a'2 + b„o'3 + c»a'* + , . .. 
oder 

12 8 4 

/^n- yna'' + aiiaP+b,a^ + c»aP + 

welche gültig ist, so lange die Norm von o die kleinste Norrn 
solcher von Null verschiedenen Werthe von a, für welche die 
Gleichung (1) vielfache Wurzeln besitzt, nicht übersteigt, da die 
Nnrm von o gleichzeitig mit der von o' zu- oder abnimmt. So 
lang» also der Punkt Z innerhalb desjenigen Kreises bleibt, wel< 

eher um den Punkt Ik mit der kleinsten der Längen AA\ AA*', 

als Radius beschrieben ist^ gilt die Gleichung 

1 2 3 4 

Wi»= y»(» a)P^- an («~a)'^+b«(«- a)P + Cn(Ä — «)^'+...., 
wo der Ind^ n aUe ganzen Zahlen von \ bis p zu durchlaufen hat, 
damit alle p Funktionen ti|, u^ , n^ durch convergenta Rei- 
hen ausgedrückt werden, welche nach den gebrpphenen Potenzi^n 
vpn %— a for/sch|f|Biten. 

M«. Wir W^Ueni jetz^i wie in Nr. 19 voraussetzen, dasa 

die Ableitung -^pr—^ für w~ 6, Ä = a verschwindet, dass also 

der Term Ba in der Gleichung (I) fehlt. Wenn wir insbesondere 
die $ip unendliph kleineu Näherungpwerthe von ß, welche die Gleichupg 

liefert, ins Auge fassen, mit Rücksicht darauf, dass die Glei- 
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chung (I), der dieselben in aller Strenge genügen, die Form 

annimmt, wo die Terme der Summe S von höherer Ornung sind 
als die von Ki, wenn a von der ersten und ß von der Ordnung 

fi=i ^ ist; so ergeben sich die Relationen 

oder 

Setzen wir nun ot^a**, wodurch die Uebereinstimmung der 
Ordnungen von a*^ und der in Rede stehenden Werthe von ß 
herbeigeführt ist, und dann ß^a'^v, wo t; eine Function bezeich- 
net, die sfp correspondirende Werthe von endlicher Grösse er- 
hält; so verwandelt sich die Gleichung (l), nachdem durch 
a'TP^+Äfljy dividirt worden, in: 

A V ^ A+ V ^ + .... -^^ k V '^ + SCv.a* ^ ^ = 

oder, wenn mit a eine Zahl bezeichuel wird, die grösser oder we- 
nigstens eben so gross als die Einheit ist, in 

(5) /'( a'^V* + A<%"^ + ....+ a'") +JC «V = 0, 
und alsdann far a^ in die Gleichung 

(6) X^'i^vs^ + A^^V'/' + ....+ A(')* 0, 

die für v offenbar 8q> endliche, von Null verschiedene Werf be y^ , 
/{«•..•» y*<p liefert, nftmlich die verschiedenen in den Wurzeln 

V*t » V^"««» V^y enthaltenen, wo Äj , Aj,...., A(^ < wieder 
die Wurzeln der Gleichung (2) vorstellen. Sind nun, was jetzt 
vorausgesetzt wird, diese sämmtlich ungleich, so sind es 
auch jene. 

Für die sich aus der Gleichung (5) ergebende stetige 
Function Vn von a\ welche für a' = den Werth /r annimmt, 
erhalten wir nach Nr. 14 folgende convergente, nach den ganzen 
Potenzen von a' fortschreitende Ent Wickelung: 
Vn = y» -f ana' -f- bn«'* + . . . ., 
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deren Gültigkeit an die Bedingung geftnoden ist, dass die Norm 
von a! die kleinste derjenigen Normen, welciie den vielfachen oder 
unendlich grossen Wurzeln der Gleichung (5) entsprechenden, von 
Null verschiedenen Werthen von af angehören, nicht öbersteigt. 
Bezeichnet /?n den correspondirenden Werth von /?, so ist daher 
auch 

oder 

r r-M r+i 

Demnach werden diejenigen der Funclionen U|, u^,...., Up, 

welche durch die Gleichung 

*, = 

nähernngsweise bestimmt sind, durch folgende Reihe ausgedruckt: 

I !±1 Ü±? 
y«(«- «y + a^CÄ— a)» +b„(«— a) « + 

wo der Index n alle ganzen Zahlen von 1 bis p durchlaufen muss. 
Die hierdurch gewonnenen Formeln sind also gültig, so lange der 
Punkt Z iniierhalb des um den Punkt A beschriebenen KreiVs 
bleibt, dessen Radius der kleinsten von den Längen AA\ Ai^* .... 
gleich ist. 

93. Sollte nun die Gleichung (2), wie in Nr. 20, / Wurzeln 
gleich A|, die Gleichung (20 aber nur ungleiche Wurzeln besitzen, 
so würde t^ich herauss eilen, wenn wir die in dieser Nummer gel- 
lenden Bezeichnungen beibehalten, dass diejenigen den Wertben 
von ßf correspondirenden Functionen Vy welche der Gleichung 

r«o 

näherungsweise genügen, ebenfalls für a'^sU endliche, ungleiche 
Werthe haben und nach den Potenzen von a** entwickelt werden 
können. Es werden also die correspondirenden Werthe von ß 
durch Reihen von der Form 

Ä, •> + y,«'"" + a«a'"-'+» + bna'""+^ + . . . . 
i 
= Äj'V«' + y,a"^ + an a'"^+>+ b yfid*^'^'^ + • • . . 



und folglich die der GkieiiiiBg 

gei]iigeod.eq Functiaueo unler wi, iisi.«..> Up durch Reihen voa 
der Form 

Ät'(» a)**'+y„(«—a)«'> an («-«)«' +b»(«— a)*^ +.... 
ausgedruckt. 

Falls die Gleichung {Z') selbst gleiche Wurzeln hätte, so 
wurde man durch weitßre Ausfuhrung dieser Methode zuletzt zu 
einer den Gleichungen (2) und (2') anali>geu Gleichung gelangen, 
die keine vielfachen Wurzeln mehr besitzt. Man wird auf 
diese Weise für alle Functionen t«|, Ui,...., Up Reihenentwicke- 
lungen finden, welche nach den gebrochenen Potenzen von z — a 
fortschreiten und gültig siqd.,. so lange der Punkt Z innerhalb 
eines um den Punkt Ä beschriebenen Kreises bleibt, dessen Ra- 
dius kleiner* ist, als die kürzeste der Längen ÄA\ AA", .... 

Wir sehen- also , das« die Function m«, welche einem cykli- 
schen Systeme« von ^ Termen um den Punkt A angehört, immer 

innerhalb der eben angegebenen Grenzen in eine convergente, nach 

JL 
dem ganzen Potenzen von (z — a)f^ fortschrei lende Reihe entwickelt 

werden kann, oder mit andern Worten, dass der Nenner der ge- 
brochenen Exponenten von z— a^ welche diese Entwickelung ent- 
hält, der Anzahlder Umläufe gleich ist, die der Punkt Z auf einer 
unendlich kleinen geschlossenen Curve um den Punkt A vollbrin- 
gen muss, damit die Function m» ihren Anfangswerth wieder an- 
nimmt. Ed mag beiläufig bemerkt werden, dass man sich bei der 
Reschränkung auf die vorhin dargelegte Berechnungsweise jenes 
Nenners, dann auch der Mfethod^ der unbestimmten Coefficienten 
bei den in Redä stehenden Reiben bedienen kann. 

94; Um diesen Gang deutlicher hervortreten zu lassen, 
wollen wir einige Beispiele ausführlicher behandeln; wir wählen 
zuerst die binomische G.lei^hunf 

tt«—(«—a)(«— «')(«-«"):...= 0, 

wo die Grössen a, a^ a'^ , sämmtUch ungleich sein sollen. 
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Da alle hierMi« entopringenden Wertb« von tc Tür %^a gleich Noil 
ftjiiid, und femer die AWeitong ' ^* für w=^0, »=« nicht ver- 
schwindet, sondern sich auf die Grösse - (a — o') (««'').... redu- 
cirt, so erbhcken wir hierin den Fall von Nr. 18 und schliessen 
demnach, dass die m Werthe von u nur e i n cykliaches System um 
den Punkt 4 bilden und durch convergente, nach den ganzen Po- 

tenzen von {z - a)*** autsteigende Reihen dargestellt werden kön- 
nen, so lange der Punkt Z innerhalb eines Kreises bleibt, dessen 
Mittelpunkt A, und dessen Radius die kleinste der Längen AA^, 
Ak" ist 

•5. Als zweites Heispiel diene die Gleichung 

w«--(a— ä)'(« — a')''(Ä-~a"/'..., «= 0, 
wo die Grössen a,a\ a*\,... wiederum sämmllich ungleich sein 
sollen und der Exponent l grösser als £ins ist. Dass hier die m 
Werthe von u lör z~ a sämmtlicli Null sind und ferner die Ab- 

leitung ' \ für z - a verschwindet , ist i harak^erislisrh für 

den Fall von Nr. 19. Setzt man also 

» = a -f of, M = /?, 

so verwandelt sich die gegebene Giercbung in 

/?« — «' (a— a' + «y (a - a''^-af' . , . . = 0, 

mithin ist das Polynom ^ von Nr. 19 bloss ß^ — Ba^ wo der 

Kürze wegen 

(a — a'f(a~aT.... = B 

gesetzt worden, und folglich reduciren sich die Klassen JtTi, K^,..., 

auf die eine Klasse ß^ — Ba'; ferner geht hier, wenn q> den 

grössten gemeinschaftlichen Factor von m und /, ausserdem sden 

Quotienten - bezeichnet, die Gleichung (2) derselben Nummer 

über in: 

a?V — B = 0. 

Da diese keine vielfachen Wurzeln besirzt^.so folgt, dass die 
m Werthe von t< sich in <p cykiische Systeme von je s Termen 
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um den Punkt i tiieilen und nach den gassea Poten- 
zen von (» — ay entwickelt werden kdfinen, so lange der Poakt 
Z iunerbalb eines wie früher bestimmten Kreises bleibt. 
8tt. Wir wollen drittens die Gleichung 
u^ — w + Ä = 0, 

2 
betrachten, wdche Mr «»= + ~~- eine doppelte Wurzel gleick 

1 . 2 

-f yjT und eine einfache Wurzel gleich — j- besitzt; es be- 

2 
zeichne hier Ä den ;sas.-f ~,^ entsprechenden Punkte ferner V 

den unendlich nahe Hegenden Ausgangsort von Z, und ii|, u^, u^ 
seien drei der gegebenen Gleichung genügende Functionen, von 

denen die zwei ersten unendlich wenig von + ,. abweichende 

yl'6 

Werthe haben , während der Anfangswertb der dritten un- 

2 
endlich wenig von — r- verschieden ist. Sobald nun Z den Punkt 

Ä auf der unendlich kleinen Curve CLMC (Fig. 0) umkreiset und 
nach C zurückkehrl, nimmt die Function u^ zufolge Nr. 7 ihren 
Anfangswertb wieder an, während sich in Betreif der beiden andern 

Functionen % und m,, weil die Ableitung — p~ den Werth + 1 

erhält, der FaH von Nr. 18 darbietet, nämlich eine cykliscbe Ver- 
tausdiung der Art, dass jede nach vollhracbtem Umlauf von Z in 
den Anfangswertb der andern übergeht. 

Demnach lassen sieh diese beiden Functionen (Nr. 21) 
nach den ganzen Potenzen von iä — öjl) in Reihen entwickeln ; 
wir setzen zu diesem Zwecke, der oben angegebenen Methode 
folgend, 

und erhalten dann 

oder, a *= a'^ ß ^ a'v gesetzt, * 
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Sind nun Vf und Vj diejenigen Werlbe von v, welche sich 

t i^ 

für a' = bezüglich auf die endlichen Grössen + 4i== und — jyr^^ 

reduciren, so ergibt sich die nach den ganzen Potenzen von a* 
aufsteigende Entwickelung von t;, , wenn wir in jener Glnchung 
zuerst 

und dann die Coefficienten der verschiedenen Potenzen von a' 
gleich Nttll^ setzen, um zugleich die Wertbe der Coeflicienten A, .B, 
C... zu erhalten. Wir finden nämlich 

^ 162 
woraus durch Aenderung des Vorzeichens von t die Reihe für die ^ 
Function V2 abgeleitet werden kann. Somit ist 

^i-^yl^^üV^^r *V'^m 24(^3/ V^3V3/ 

1^/ 2_\* ^t / _ 2 a _L/ _ 2 y_ 

9V3V 3V3/ "•■ 1152^3^ 3V^/ lß2r 3V3/ -•' 
und hieraus gewinnen wir durch Aenderung des Vorzeichens von 
t die Reihe für Ui. 

Da übrigens die gegebene Gleichung nur für die Werthe z 

2 2 

=- +§jQ^» «== — TJä vielfache Wurzeln besitzt, so ist die ge- 

2 
fundene Reihe gültig, so lange die Norm von z — rj- kleiner ist, 

4 

als die Differenz jener beiden Werthe, d. h. -^ - , oder so lange 

der Punkt Z innerhalb des um den Punkt A mit dem Radius 
beschriebenen Kreises bleibt. 

Auch die Function u^ lässt sich innerhalb derselben Grenzen 

2 
nach den ganzen Potenzen von «—3^7 entwickeln; man. findet 
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8IV8\ 3V3/ ^•••' 

M. Wir wollen endlich noch folgende Gleichung behandeln : 
A (II — by + B(u— J)* (z—a) 4 C(ii- 6)«(»— a)«+D(« -6)*(«— fl)* 
H^E(« — 6)(« — a)^ + F(« — a)''-fG(tt- 6)»+ H(u~6)* («-«)* 

wo die Coefficienien A, B, C, D, E, F von NtiU verdchiaden sein 
'sollen. 

Da sich für z~a sieben Wurzeln gleich b ergeben und der 
Ausgangsort C von Z dein s«/i enlsfireichenden Punkte A unendhch 
nahe liegt, so sind es sieben Functionen von s, welche der Glei- 
chung genügen und unendlich wenig von b abweichende Anfangs- 
werthe besitzen. Es fragt sich nun, welche Verwandlungen der 
Wertlie dieser Functionen durch einen Umlauf von Z auf einer 
unendlich kleinen, um den Punkt Ä beschriebenen geschlossenen 
Curve CLMC (Fig. 9) herbeigeführt werden. 

Weil hier die Ableitung ' ^ * für » = «, w -= 6 verschwin- 
det, so setzen wir wie in Nr. 19: 

und erhalten dann aus der gegebenen Gleichung: 
Aß^ + Bß'a-^ Cß*a^ + D/»»a» + E/9tt^ + Fa»+ G/^+H/?*a» 
+ Ia«o«0; * 
dabei sind in dem Polynom yt folgende Terme begrifien : 

A/J^ + Bß^a + C/i^*a^ + D/^»cr» + E|»a^ + Fa\ 
welche den Punkten Mq^ Jfj, , M^ bezüglich ent8t>i*echen, de- 
ren Coordinalen 

flRo — 7, Xi -- 5, «1^4, 05, =2, a?4 «1,0?. = 0, 

y« — 0, y, = 1, yi = 4, y, = , ^4 = 7, yj=-=Ö 

^nd. Da nun die Linie M^O^ wie sich zeigt, bei der Drehung um 

den Punkt Mq in solcheui Sinne, dass dieselbe immer den |iositimi 



Theit' det" jf^Air< s^hfi^dH;' Ku^rdt dein Punkte jlf), sodann beider 
Drehung um M^ zuerst dem Punkte' Mi und endlich bei der Dre- 
hung um üfs den' Punkten ^4 und Bt^ tn glfei^her Zeit hegegifel;' 
80 ergeben sich folgende drei- Klassen : 

K^=^Bß^a + Dß^a\ 

Kl = D/?*a5 + E/?a^ + Fa». 

Ffir die erste hat man also 

. 5 = 2, SP=». , 
daher an Stelle der Gleichung (2) in Nr. 19: 

. ; . Ao? f B = 0, . 

und .folglieb I eatsprechen 4iosert Klasse zwei Functionen ti von «, 
welche ein .cyUi&c<bes< Sysiem um den PuQkt A bilden und inner- 
halb gewitöcr Qrenzen in coQvergeate, n^cb den gapzen Potenzen 
vof) . (|B^ ^ a)^ aufsteigende Reihen entwickelt werden könnep, , 

Für die «weite Klasse ist 

8 = 3, y=lv 
also gilt an Stelle der GleicIiUTfg (2) folgende : 

Ba?-hD=:0, 
demnaeh' entspricht dieser Klasse ein cyklisdhes System ▼dn drer 
Functionen, deren jede sich nach den garizen Potenzen von (% — a)^ 
eMWicketn lässt. 

Für die dritte Klasse hat man 
s = l, 9>-2, 
mithin an Stelle der Gleichung (2); 

, . Da?2 -f. Ea? + F = 0. 

Nehmen Aivir zunaeket Mi, dass diese Gleichung nur ungleiche 
Wurzeln besitzt, so entsprechen dieser Klasse zwei cyklische Sy- 
steme von je einem Term, d. h zwei Punctioneu von», deten jede 
nach einem Umlauf von Z ihren eignen Anfangswerth wieder er- 
hält und somit nach den ganzen Potense» von s'-— a tntwickell 
werden kann. Nehmen wir dafür «n^ dass; die Wurzeln der Glei- 

Fitcher , PuiaewB's üntersut^ungen etc. 4 
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clMipg :(9Ji xusamfiieirfirilei^ ^ die ^liipiilMMi« (l^nf^q ; 

[»» + P* + Fa=0 und 2DA-hE=^0 ; 
sq ^egne» wir dem F^le in INr. 20. WeU Mimik 

r = 2, 9^1 
ist, substituiren wir in der zwiaebea a und ß staUfiodenden 
Gleichung 

zuvor bringen wir nämlich dieselbe in die Form 

a* (üß^ + E/Ja*4- Fö«) + A/9^ + B/95o + C/S*a* 

und erhallen dann: 

D/y*a»=A(Ä'a»* + ....) + B(*«a*' + ....) + C(A«a«* + ....) 
+ G(A*ö«« +....)+ R(**c^*-h .••) + la««« 0, 
wo or statt et* geblieben ist und* ausserdem, wofern die Ordnang 
Ton ß^ die Ton a^ ftbersteigt, die fernachMssigten Terme hi jeder 
Parenthese von höherer Ordnung sind, als der belbehakene Term. 
Wir sehen, dass sich die Klassen K* nur auf die eine 

Bß'^a^ +la*« 
reduciren, wo i nicht Null iat ; fecaer, da hiisr 

r' = 5, «' = 2, 9f=:=l 
isl, mHbiD an Stelle der Gleichung (2*) im GieidMing ersten Grade« 

Hx' + l^Q. 
eintritt, wo von gleichen Wurzeln nicht die Rede sein kano, lind 
da überdiess 

88' ^2 

ist, dass die beiden der Klasse K^ entsprechenden Werthe von u 
nur ein cykltsches System bilden und nach den ganzen Fotenzen 
von {% — ap entwickelt werden können. Wäre dagegen der Coef- 
flirienl I gleich Null, so wörde sich die Klasse K' m 

verwandeln, und femer hfttte nao 

r'=:3, a^-l, y'««2, 
abo. •» Stelle dw Gleicbiing (2'): 

»a/> + BA«^».Oi 
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r :W«|I hier diii.Wurielii inf^ich siid «iid 4§b WnämÜ ^ 
gWcb Em» i$t, so muss offettbar jedfev der KiMte K^ «oUpre* 
chende Werth von if im gegenwärtigen Falle nach einem Umtef 
von Z seinen eignen Anfangswerth wieder erhalten und sich als- 
tfamn in eitie nach dert ganzen Potenzen von x—a aufsteigende 
Reibe entwickeln lassen. 

M. An die bisherigen Unlersuchungen über die Vertau- 
schungen der Werihe def Functionen ii| , Mj, ...., Up, welche doi'ch 
einen Gmlanf des Punktes Z auf einer unendtich kleinen um den 
Punkt Ä beschriebenen Curve hervorgerufen werden, schfiesst sich 
die Betrachtung' eines neuen Falles. 

Es sei dei* Ausgangsort von Z der Punkt C, wefcher einem 
beliebigen Wertbe c von t enlspricbt, für den jedoch die Gleichung 

keine vielfachen Wurzeln besitzt; ferner seien wie ioimer A, Ä\ 

A'\ die den Wenhen o, a^ m*\ von % entsprecbenden 

Pü0kl«, rar wekbe die Gleichung 

vielfache Wurzelnüefert, otidl iwar mag die Gleichuiig 

j» Wuraeia gfeieh b besiUei. Bettken wir uns jetit den INinkt A 
mil C durch ime awar beiiebiga Curve CDA (Fig. )2> verbunden, 

fig. 12. 
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Welohe' iiMfcsBeii ikirch'keinck deri^unlte A\*A^;'A*\.,\. Iiiifldurcb- 
pkX\ ^ezeidmeii ' wir um niH «i, Uj, . « < . i tCp diejefi%eni iler 
liMBlitng < 

^ßnügenden FuDcUoHen von js, welche in A <ien gepieiifschaftUfJiyw 
Werth 6 erhalten, sobald Z von C aus, wo die Anfung^ertbe der« 
selben , 6|, h^^ : » : • > ^i» ^in mögfn , den Weg Cl^/1 zur Abgelegt 
hat;, und legen wir ferner durch einei» in uumittelt^arer, Clähe von 
4 ^befindlichen Pui^kt D dieser Curve e^oe uneodüeh kie^ie ge- 
schlossene Curve DNPl) mit einfachem Umgänge uin den Punkt 
A: so soll die aus der Curve CD der unendlicb kleineq Curve 
DNP und schliesslich der Curve DC bestehende Linie den Namen 
Elementar- Curve fuhren. , Es wird also der Punkt Zbei Ourdi- 
laufung derselben die Curve CD zweimal, aber in entgegengesetz- 
tem Sinne beschreiben. 

. . Um oufi» zu sehen, wie sich die Fmictionen iii, w^^,...., up 
verhalten, nachdem Z auf einer solchen CurVe einen Umlauf ge-« 
macht hat, bezeichnen wir zunächst die Werthe derselben, welche 
Z beim ersten Etotreffieii in D h^bisifiabit, mit ßt, ßi,..:., ßp. 
Von hier aus durchlauft der bewegliche Punkt die unendlich kleine 
Cupvie MNPBi, twahrend nun, wie wir llewiesen haben, dkm Funcr 
tipoen «t, «2,:...,-tip dte EigenschiBift zu Theil wird, iii- eine ge-* 
wisse Anzahl cyklischer Systeme um den Punkt A zu zerfallen. 
Stellt %, Ufy , Un eines dieser Systeme vor, so dass die ein- 
zelnen Functionen desselben nach einem Umlauf von Zuber jDiVP/) 
bezüglich die Werthe ß^, ßg,..,., ßm ß% erhallen, und vollendet 
der Punkt Z seinen Lanf auf der Elementar - Curve durch den 
Uebergang von D nach C\ so nimmt die Function Ux, die in D 
den Werlh ß^ besass, in C den Werth 62 an, weil Z bei umge- 
kehrtem Gange von C nach D den Werth ßt von Ut wieder her- 
beifuhren muss. Da auf ähnliche Weise die Functionen ti^, , 

'^%-\, t<n in C die Werthe b^y..,., 6», 6| erhalten, so kommen 
folglich den Functionen «1, lii,...., u^ für die Elementar -Curve 
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CB^PBO diflsattifeB BigflBiGfaaibNi so, Weidw Ar «e «MildHdh 
kleine Curve DNPD nachgewiesen wurden. Da in iMidted* ^Men 
sowol die Anzahl der cyklischen . Systeme, . aU audi diiQ Anordnung 
i^er Ternic, als ferner diese selbst durcblBius äbereinsMminen; so 
reiebl e& zur Auffindung dieser Systeme immer, hip, dijs Näbsfuj^gs- 
werthe der Fonclionen Mi,. %,<... für einen von a unendlich jwih 
nig abweichenden Werth von z nach der oben gegebenen Methode 
zu berechnen. 

Was die Functionen tip4.i, tfp4.<t,.... betrifft, deren Werthe 
für den Punkt A nur einfache Wurzeln der Gleichung 

sind, so ist aus N. 7 klar, dass eine jede derselben nach einem 
Umlauf von Z auf der Elementar-Curve CDNPDC bloss ihren An- 
fangswerth wieder annimmt. 

••. Wenn der Punkt Z von C aus eine beliebig gestaltete 
geschlossene Curve um Ä beschreibt» welche 6icb jedoch ohne 
Ueberscbreituug eines der Punkte A, 4^•^^^•••• ^uf die Elementar^ 
Curve CDNPDC reduciren iässt; so sind die Functionen vi, fit».... 
zufolge Nr. 6 auf jener Curve genau denselben Vertauschungen un- 
terworfen, wie auf der Elementar-Curve. 

ao. Denken wir uns zwischen dem Punkte C einerseits 
und den verschiedenen Punkten Ä,Ä\Ä*\..., andererseits belie- 
bige Curven CDA, CD*A\ CD"A*', ausgedehnt (Fig.l2), mit 

Vorbehalt der Bedingung, dass keine von ihnen durch einen der 
Punkte A,A\ i",.... hindurchgeht; legen wir lerner wieder durch 
die in unmittelbarer Nähe der Punkte A,A'A^\.... befindlichen 
Punkte D, D^D'^.... dieser Curven unendlich kleine geschlossene 
Curven DNPD, D'N'PD', D^N^'P^iy',...., und vollenden wir dann 
die Elementar -Curven, welche hier und in der Folge durch die 
Bezeichnung {Au {A'),{A%.... angedeutet werden sollen; so ist 
ohne Weiteres ersichtlich, dass jede gegebene, durch den Punkt C 
gebende geschlosseae Curve slais ohne UeberschreitüBg eines der 
FiiotLte Ä,A\A'\.4.. und ohne Vm*liegung des. Punktes (? ilur^^h 
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fftHKte^hniig in «be Reib« thi fitBamaiar'^CQmii visrtlanddt 
mmA^n fcaiHi. 

Von der Wahrfadt dieser, bei 'einiger Aüffnerkdamkeit selbst- 
reret&ndlkhen Behauptung werden wir uns sofort überzeugen. Da 
dkli die Curve CtitC (Pig. 13.) auf die Etemenlar-Curve CDNPDC, 
d. h. (A\ oder dk Curve ClMC (Fig. 14.) auf die doppelt beschrie- 

Fig. 13. Fig. 14. 





bene Curve (4), oder CtMC (Fig. 15*) auf die drei nach einander 
besdiriebenen Elementar -Cur ven (i), (40, {Ä^% oder endlich ctStC 

Fig. 15 




fFig. 1«) fauf die Curven- Reihe {A% (A% <40, (A), {A') reduoiren 
liest; se »t, aus dieseni Gestditspunlite bNraeMet, jede ihireh 
lieft Punkt O gehende geidiloasene Cutw dur«b diflUeihge Reille 
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irM EleAnrMir-CiimAi «ibirakl^irt/ mit wisldier dieselbe Mr 
Ctinaitoüz giebhHsht werdto kaftn. 

r^. 1«. 




Weil es jedoch weeenllich tet, dass der ^nii der Bewegung 
attf jeder ElemeBlar-Corve mU angegeben wird, ea wollen wir die 
Curve {A) duroh < + i), oder durcti ( — A) bezeichnen, je nachdem 
»ich der Punkt / in directem, eder in «mgekehrieni Sinne (Nr« 18) 
bewegt; gleich wol behalten wir die Bezeichnung (i) in denjenigen 
FdUen bei,- wo es gleichgültig iet, wie der directe Sinn genommen 
wird. So redttcirt eich die Curve CIMC (Fig. IB.) aur( + i)> oder 
auf ( — il), je nachdem der Punkt Z im Sinne von CLMd oder 
im Sinne von CMLC forl^^t; desgleichen die Curve CLMC 
(Fig. 16.) auf die Reibe (+i'). {+ A% {-A% (--il), (+iO. 
wenn diesolbe im Sinne von CLMC, dagegen auf die Reihe ( — A*) 
(-f 4), (+i'), (— i")» {— A*)y wenn Jene im entgegengesetzten Sinne 
durchlaufen wird. (Es mag hierbei bemerkt werden, dass man 
um die aweite Reibe aus der ersten abzuleiten , in ailen Fallen 
nur die Ordauag und die Vorzeichen der Terme zugleich umza- 
kehren braucht.) 

Wenn nun eine durch den Punkt C gehende geschlossene 
Curve, welche in bestimmtem Sinne dbrcfalatifon wird, wie ftbri- 
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Hpns «udi ihre Gestalt bo^u^e» sm mn^O^ Awrcb diejeiuge 
Reibe von ElemenUr-Curven rejuraaeotirl.. wirdy, mit Wfitqt^ die- 
selbe durch Verschiebung z.nf Cojncidenz gebracht werden kann ; 
so soll diese Reihe, deren Terme mit den auf die eben angege- 
bene Weise entsprechenden Vorzeichen versehen sind, die Charak- 
teristik der Curve heissen. Demnach haben die Curven CLMC 
der Figuren 13, 14, 15, 16, und zwar im Sinne von ClJlfC durch- 
laufen, bezüglich folgende Charakteristiken: 

( + i), ( + i)( + i4), (+i)( + iO(+^% 
( + A')( + i'0(~^0(-4)(+i4')? 
dagegen im entgegengesetzten Sinne durchlaufen, folgende Charak- 
teristiken : 

(-i), (-i)(-4), («i")(-^')(-^), 
(-i')(+ i)(+ 40(-i")(-n 

Bezeichnen wir die Charakteristik einer geschlossenen Curve, 

weiche sich ohne Ueberschr^tuiig eines der Punkte A^A\A^\ 

auf einen Mossen Punkt € reduciren iSsst; mit (0^ so ist Mar, 
dass man eben so wol beliebig viele Terme (A) in Aer- Charakte- 
ristik einer Curv« an bi^bigen Stelieii einschalten, als auch uiiter- 
drOcken darf. 

Es i^t leicht einzusehen, dass eine bestimmte Cupve^ wah- 
rend die Punkte i,i^i^\... wie hw3ä € und die Cuf^en CDA, 
CB'A' CD**A*\..., unveffindert bleiben, nur eine Charakteristik 
«ulä^st (abgesehen von den Hodificalioneir, welehe dm- jederseit 
unterdrückbaren Terme (0) erleiden ktanen)-; ferner dass zwei 
Curven mit derselben Charakteristik inmer mit einander i^nr €om- 
eidenz gebracht werden können, ohne Ueberschrdtung ein^ der 
Punkte A,A\A'\ ; dass sich hingegen zwei im einen oder an- 
dern Sinne durchlaufene Corven mit verschiedeneh Charakteristi- 
ken nicht auf einander reduoiren lassen; dass eiidlicb, wenn die 



*) Es {»leibt immer def Fall ausgeschlossen ^- das» diele Curve 
dm'cb einen der.fiimk^ A,A\A'^,...,, biadurcbgjBht 
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a^frrm fil^ CffJi, QD'M\.... mm G^stalNMmittg eiMdeiD, die 
Ct^raJilmstik.eiiier .fegfb^Biien Citrve dm«Ibe bleibt, so lange eich 
dieei» Aeiid^r^Dg uidtnOlM« «räeo der Funkle A,A\A*\.,,. hiMUs 
eri(tredu. 

i fH. Wenden wir nun den in Nr. 6,aofgeelellten Satz hierauf 
^a« ,^ ergibt eieb,/d9se im Ausgangspjuniae C itniner mir ein 
und zwar derselbe Werth einer, dnrcJi die Gleictotig 

tlnd durch einen unter den Wur2dn der Gleichung 

f(u,c) = 
j9w^l|lten Ij^Qgswerth 6| , definirten Function »i von z wiederkehrt, 
so oft der Punkt Z auf geschiosseuen Cürven, welche eine und 
dieselbe Charakteristik besitzen, oder auf der durch diese selbst 
'dargsi^teltten Beihe tob Elementar-Cnnren nadi dem' Punkte V zu- 
rückkehrt. 

Somit kann der Werth jeder der »n Functionen u^^ «fs,*.^., 
tioi von %^ welche durch die Gleichung 

/(«,«) ~0 
und bezüglich dMrch die aus der Gleichung 

entspringenden m Anfangswerthe hf, h^ , hm bestimmt sind, 

für den Punkt C gefunden werden, wenn die Charakteristik der 
von Z durchlaufenen geschlossenen Cufve gegeben 'ist. M«i er- 
setze nämlich die gegebene Curve durch die der Charakteristik ent- 
«precbeiide Reihe der Eiementar-Curven und beetimme nun nach 
r^r. 28. den durch einen Itolauf des Punktes Z auf der ersten 
Eleniei^irCttrve herbeigeführten Werth bp von Un, wozu schon die 
Kenntniss. dei;ienigen Function hinreicht, welche der Function m» 
in einem, auf. den umkreiseten Punkt i, oder A'^«... bezogenen 
cyklisehen Systeme vorangeht, oder folgt; eben so ermittle man 
den Werth 6^ welchen die Functions Up nach Vollendung eines 
UmlaiiiB fx^n Z ^uf der zweiten £lenientar-£urve erhalt, d^ h. of- 
fenbir» wekfaen Hn nwb DnrcUaufung dei? beiden «ersten. Elemen- 



tar*Curv«ii «MhiiiiK; desgleidfeii sudi« nfian d^ ytmh ftr, Wt^ 
oben «, nach «hem Umhuf roti / siuf ier dritten Eteoieniar- 
Conr^ erball, d.h. weleher ti« naeh DanihfuMiQng der drei ersten 
Elementar -Curven zukommt. Fährt man ao fort, so gelangt man 
seUiiaslich zu dem Wertbe, welchen te« erhsh, sobald der Punkt 
Z seinen Umlauf über alle Elementar -Cuhren der CharakteriaUk, 
oder auch ober die gegebene Corvo selbst voHeridet. 

89. Als Beispiel diene uns wieder die Gleichung ?on Nr» S(6: 

M* — v + « = 0. 

2 fc 2 

Da för iwei ««+ -—z und «^ — r-« entsprechende Punkts 

der fl;-Axe A und A\ weiche zu beiden Seiten des Anfangspunktes 

2 
der CoordittBten in der Entfernung ^yr Hegen , awei Wunsein der 

Gleichung zusammenfallen, so wählen wir den Anfangspunkt zum 
Ausgangsorte C des Punktes Z, wo die drei der gegebenen Glei- 
chung genügenden Functionen Ui, Ui, Ui bezüglich die Anfangs- 
werthe 0, +1« — 1 besitzen und reeH bleiben, wenn Z von C 
nach A auf der geraden Linie CA fortgeht; der Gleichung 

du ^ I 

Tz 1 — Stt« 
gemäss wächst die Function i«| an, während u^ und ttg abnehmen, 
bis für den Punkt A selbst 

lll «to «2 

geworden ist. Bebalten wir die geraden Linien CA und CA' als 
die eigentlich messbaren (endlichen) Bestandtheile dier Elementar- 
Gurven (i) und (j40 bei (Nr. 28), so bilden diese beiden Functio- 
nen «I, «s nach Nr. 26 ein cyklisches System um jenen Punkt, 
indem jede nach einem Umlauf von Z auf der Elementar -Curve 
(± A) den Atifong^werth der andern anummt, während «, den eig- 
nen Anfangawenh wieder erhält. Eben so ergibt sich, dass jede 
der Functionen tii, «^ nadi einem Umtauf von Z auf der Elemen- 
tar -Cur vn {±A*) den Anfengewertli der andorn »nftimmt, wMirend 
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«1 cJM oignen AaflMig»werth wieier orhili, s» düA mm sofoK 
d«i Werth aogeben kann, welrhen ein« dieser FunoliMta OMh 
einem Umlauf von Z auf einer geschlossenen Curv«. erhält, wenn 
die Charakteristik dieser bekannt ist. 

I^ir wollen z. B. den Wertli von icj aufsuchen, welcber durdi 
einen Umlauf von Z auf der Curve 

berbeigefUiri wird, wo die YMA des Plus- oder MiiMiszeidiMis 
fttr die Charakteristiken der einzelnen Elementar- Curven» wie Jn 
«Man FWen ein- odfer zi^eigliadriger Systeme, gleichgültig ml. Der 
Aifrngswertb von tii gebt nimlii^h naeh DurehlMifuBg der Curve 
{±A) m den Aiilaiigswerih + 1 von ut Aber, weiden die F«M- 
tioo M€k einem Umlauf ober die Curve i±A^) wieder «inimml; 
sodann fahren die drei Umläufe auf der Curve (±i) nach «inan* 
der die W«rthe 0, + 1, bttM, nad endiiob bringt der Umlauf 
fte Z «ttf der Curve i±A') den Wectb -^ 1 derFnuotion barvpr. 
SB. Wir wollen ferner die Gleichung 
ti»--(«--«)(«— flO^=iO 
betrachten, deren Wurzeln 14,, Us, Ut für z a und fär %^a' 
ansammenfallen, und flir den Anfangspunkt der Coofdinaien %^^, 
welcher zugleich als Ausgangsort von Z dienen soll, feigende An- 
fangswerthe besitzen: 

^, tf« * » ^«' , 
wo einer der drei Wertbe der Wurzdgrösse ^— aa*^ mit g be- 
zeichnet ist. Man evkennt ohne Hübe, dass diese Functionen «1, 
Ml, «i ein cyklieeites System wn den Punkt i, und in der An- 
onlnnng «1, h^^ m% ein solches um den Punkt A^ bilden. 

On vnon dto Cndwertfa von ui nach einem Umlauf von Z 
auf einer geschlossenen Curve zu erballen, deren Charakteristik etwa 

i^A){+ A')(+ Ä}( + it') (-i)(~i)(-iO 
sein mag, brauchen wir nnr folgende ReAe der im Anfangspunkte 
faerbnigeittrten WerAe von ti|, wo E die durch die CiMrditari- 



— « — 

8lik beMidiiNiteii'ElMmilaP-Chinrefi naoh rtü^Kkir jnrMigehft 

4jrj . *2n^ ^n^ i«,.- 4;i| 

Qeninacli erlapgf, die Function «i ibren ursprünglicben . Werih g 
wieder. 

84. Nachdem wir gezeigt haben^ wie 'sich die Function U| 
ferhilt, wem der Punkt Z nacb Dnrclila4i4iifig eiiier geadMossineii 
Curv« zu seinem anBoglichen Orte zuffickkehrt; lialm) wir noch 
enlen Blick auf diejenigen Werthe jener- f^nction itt werfeB, wid^ 
che beim Uel»ergange des Punktes Z Ton C nach eiftmn sweiMi 
Pnnkte K auf verschiedenen Curven« iknt Aossdiluse der dlirch 
einen der Funkte A,A\A^\.... hindurchgehenden berkmgefthrt 
werden. 

Bezeichnen wir die Anlangswwthe der Functkoea ii|, Hsi-.. 
Urn ^^ immer 'mü 61, (21 ••••1 ^m und dieiymr Uehei^nge A» 
Punktes Z von C nach K auf einer bestiminten Cun^CMK (Fig. 17) 
herbeigeführten Werlhe derselben mit Ai^ A3i....i Am; so ha\ndelt 
es sich um die Ermittelung derjenigen Werthe, welche jene Fuae- 
tioiien beim Uebergange des Punktes Z von C nach K «uf iigead 
einer andern Curve CLK erhalten. 

fTjg 17 Beachten wir nämlich, dass die 

beiden Curven CLK und CIUK zusam- 
mengenommen eine geschlossene Curve 
CLMC Ausmachen, deren Ghanikleristtk 
(F) bekannt ist, sobald jene Curven ge- 
geben sind; ferner Aiesi^e Ponclien Hi 
im Punkte K heiüfidig denselben Wenh 
erbalt , mag nmi der^ lUinkt Z den Weg 
CLKj oder zuerst die gescUoaseiie 
Curve CLMC und dann die Curve CMK zufüoklogen , weil diese 
Zusammensetzung mit jenem Wege zur CeinddenB gebraehl wer- 
den kaott, ohne d»is einer dei* Punkte i, A% Ä*\ ..^. iinraihritteh 
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tviti ^Ni>6i»* diff b«r fbeil KMCMK al§ eiit^ gescfalossfelnd Curve 
ai^ftMiea iwiM^deA / wtßlciie keineif dteser Punkte ümgfbt, sich 
MgHdi auf 'dufi iriö&seh Punkt K reducireti Hsst); io ist klar, 
dii» eio« Fünefiöii tft, wi>tete kineh einnm Umlaufe Von / äut der 
g^aehiosft«»«« CarvD K^fAfP den (nach Nr. 31 bestimmbaren) An- 
iWB^smA h)- ^» Functioii W; erhüt/ »unmeitf beim Fortgänge de^l 
PmltteBZ iiaißh IT, aiso nach'Dürchl^uOtng derCürv^ CLMC^CMK, 
0it0i4m4k der Cwve CXüT selbM den Werth % äntiimmt. 

' Da aus diesenr Gesiehtspankte die Bezeiöhnung {!*) + CMR 
zun eynifoolisetieii Da^s4eHmg der Curve CXif hinreichend erscheint, 
sa wvrdvn ^^r un^ defseMken in der Folge uMer dem Namen Cha- 
caktflfMik'beilietieif.'- Smd nun die Wer^bfeA,, A^,...., Am> welche 
die PunHfeüi^» »i, Us,.v.., tim brnm Uebet-gange das Fuhktes'Z 
Ba«h JT auf d^ Cor?e CMK erhallen, durch das Verßhren von 
Nr. Ift bestimifiC, so- braucht die Berechnung derselbi^n für eitie 
nette Cftrve • {T) ^ VMK Aiehl wrederhoh zu werdeh ; es gienügt 

schon, die Functionen M,,ns , Hm i^» cyk^i^che Systeme fOr jed^ 

derPiittiUe ilri', 4'^.... abzutheilen, um dann unmittelbar ange- 
beii zu können » wel<>her der Grössen ^1,^2,...., h^ die Function 
Ui an Ende di>r Bewegung voti Z auf der Curve (O'-f CMK 
gMeii'Wiffd. 

: Wühlen wir z. Bi wieder die Gleichung 

wo die Functioueh >tii, "h^, ti, wie in Nr. 32 <delii»irt sind, und be- 
zetehnea mit A,, k^, 'A3 die Werihe, welch« dle«$eiben beim Ueber** 
gange des Punktes Z von C nach K aef einer bestimmten Curve 
CMK erhalten, so bedarf es zur Ermittelung derjenigen Werthe, 
leeldM umere dDei'iFunelionen 'beim Uebergenge des Punktes Z 
?on C na^ ICauf der Cur^e (±i) (±4M +'CMir erhalten, mir 
der ■emeifliiRig, das« Ui, Uf, t^ na«h mnenv UmiMif Voi>Zaufder 
geacMosMweto Carve» (±Ai{±A*) beauglkh die AfifafigsMrerthe vonf 
U2y «3, ict annehmen, dass folgKch A2, A], A| 'die verkmgien 
Werthe sind. 
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M. Dftr G^ttg d€irFiiiiplioii ^ UM #Mi !M»dMttlHilite Ihr- 
i|ie]|en, wenn wir um siatt dieser einm Punkt (/dMiken, äka«Hi 
Abseis^e und QrdwaVe bßauglicli d<ir, Pße^ TMi «Ad ibr <>MIh 
cient voQ i ip dem Ausdrucke von u sind, so dus« J7 6Hie> wlh 
stäfidig befltimmie Gurve beßchrabl> wltafend 2 c«BtMMiir4ich forlr 
gebt, ohne jedoch eijiep dei^ Punkt« i^iVil^^w. so übeAdMrei^M. 

DiircMauft nun X von C bif^ JT mehrere «erichiedtn« Cur*-. 
?en, 80 werden der Function .« viH^cbmd^ie Werthe • zi A » i«efc» 
und zwar überhaupt fidr 2c=ilr.die Werihe A», Ai>«..., Am,* unter 
denen sieb immer derjenige, wekber dardi Fortbewegung, v au 2 
berbe|^(ührt wird, nach Massgabe der «tarebitoufimenCurv« unter* 
scheiden tässt. Es fqjgt hieraus, dass der Punkt 1/ alsidam atof 
verschiedenen Curven nach' verschiedenen Orten gtiangen- hann^ 
und zwar* überhaupt nach den, den Gtrösseft^Ai, Jbs,...., tkt ^■i*' 
sprechenden Punkten fl|, %««...« ff«, unteir^ deonn sieh lütoder 
deijiQnige, mit welchem U ausummenftUi» angeben IHsstr sobald dnr 
von Z verfolgte Weg bekannt, ist. 

IterchUiufl z.B» Z eine gescblossane Curve bis mm Ao^ 
gangspunkte C zurück, so sind die beiden Fälla moglioh, dass dk* 
Fimotion « ihren Anfangs wer ih wieder, annkaml^ odnr nlchl; in je^ 
nem Falle beschreibt der Punkt O selbst eine geschlossene Cnrv«^ 
während er in diesem nichi wieder zu seinem attfangiioben Orte 
zurückkehrt. 

, M. Wir haben bisher den Fall untersucht, dasa I keineB 
der. Punkte durdischreitat, für welehe die Function » als eine 
vieifiaolie Wurzel der GleiidMing 

erscheint, und wolhin nun einen BUclc aul den. Fall thu», wen» i^ 
durch einen Punkl Ä gebt, für den die p Fundienen Uf^ Ufy\...y 
n^ einen und dnnaelben Werth b besitzen. Wenn^ifli «ek» Mr 
diese Functionea oben sowol naehdeno Z den Punkl iibersekrtl«- 
ten hat, wie vor dlem, aus der Gleichung 



f unliebe, der Grösse 6 sehr «ahe liegende Werthe ergeben; so 
ist kein Grund vorhanden, warum einer dieser Werthe nachher 
einer der wieder atiseiRftiider' tretenden Fnnettonen ti|, ti,,.... «p 
von z vorzugsweise angehören sollte, und es MdbC daher gafiz und 
gar unentschieden, welche dieser Functionen etwa als die Fort- 
setzung einer besonderen FuYiction ti| anzusehlen sei. 

Cm diiese Art ton UnbestimmtheÜ deutlicher hervortreten' zu' 
lassen, betrachten wir folgendes Beispiel. Wenn wir Z von f aus 
im direcien Snine ü4ier einen durch den Punkt Ä gehenden Kreis 
ClAMC (Fig. l"^) fortführen , wahrend die Functionen iti und «, 
fkt jenen Ptinkt den gemeinschaftlichen Werth b besitzen, ausser- 
dem aber nirgends innerlialb odek* auf dem* Umfange des Kreises 
gfeidi werden, so dass also die Relationen 

aber nur för »^n\, f> » 6 gteiehzöillg* stattfinden, die Ab- 
leitungen — Vj— , d ^"® Werthe von z undti sich 

etwa.' aii£ die von Null verschiedene« Giiössen A und B reduci- 
nsn; weiHi wir djisA 

s#4»»li. w<^ die Gröis^n ßt uimI ßx oiil f. gleichzeitig verschwinden 

und f^r ki^iie Wfir|he, von ^ mil den.beidlp« Wm^adn dH* «i««»- 

dratisohen Gieiobiuig . v . ' . 

. A/J^ -f Bge^» =^ 
oder 

B 

für Ä« — -• übereinstimmen; so ergibt sich: 

Ujpd. w«|in \ 

, i ... (»«)*= yec^S 

W }( ^ip& |^ofi«ive l9M ufid.deijMQ raelfei« WiBkei.bezadüMit,. «mi 



gesetzt wird, so fiaden vir iör ^ oMl^.I^WKetaMg.de^fiifAr 
tfs i aäheniiigsiNMe 

«*! = * + /«•••, 1b=ft + y«'*"- 
Es seien nun iL und M zwei zu beiden Seiten und in, sehr 
kleineu Entfernungen von 4 liegende Punkte des Urofangs <}L¥C 
und B der Punkt, welcher dem gemeinschaftlichen Werthe b 4er 
Eig»i8. beiden Functionen tC|, tit entspricht, sobaU 

der Punkt / nach! getaogti ist. Nimmt 
Z zuerst den Ort L ein, so besitzen dieat^. 
Functionen ungleiche W^rthe, welche idenin, 
der Nähe von B liegenden Punkte^. N jund 
P entsprechen, und zwar bildet jede der ge- 
raden Linien BN und BP gewissermassen die 
Verläng^ung der andern, w^l ja 

Vt^Vi -{-Tg 
ist; und wenn sich hierauf der Punkt Z bis 
M fortbewegt bat, so entsprechen de« Wer- 
then der beiden Functionen wiedemn zwei 
in unmilMdbarer fiihe von B liegende Punkte 
und A, welche theaMs von dergenrien 
Linie QBR unmerkMi ibweicben. Da aber bei dicwnu lieber-" 
gange von L nach M die Grösse t um ±7i geindert wird, so 

TT 

dass jeder der Winket Vi , v^ eine Aenderung von ± — erleidet, 
SO müssen die sehr kleinen Linien BQ und BR auf BN und BP 
senkrecht stehen. 

Nehmen wir jetzt an, dass Z hierbei den Punkt A über* 
schreitet, so findet zwischen den Ponkten (/|, ü^, vaelche den 
Funktionen tii, u^ entsprechen und anfanglieh in N und'Fhigen, 
eine gegenseitige Annäherung, sodann, wenn Z den Ort A gerade- 
zu einnioitBl , tn B- selbsl die Gonicidenc und hierauf widter nach 
Q und R hin eine Trennung statt. Wählt man nun für die Filiic- 
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Fig. 19. 



tion tCj den Punkt iV und für die F^unction 1I2 den Punkt P, so 
ist kein Grund vorhanden, warum einer der Punkte Q, R vorzugs- 
weise der einen oder der andern dieser Functionen entsprechen 
sollte. 

Denn verscKieht man den Weg von Z zwi9chen L und M 
unendlich wenig, so dass derselbe den Punkt A nicht mehr be- 
rührt, so wird entweder'der Punkt U^ von iV nach Q und der 
Punkt U2 von P nach Jl, oder der Punkt Uf von N nach R und 
dev Puhkt Ut von P nach Q forlgehen, je nachdem der Punkt A 
sich innerhalb oder ausserhalb der geschlossenen Curve CLMC 
befindet. 

Um dies einzusehen, wollen wir den 
Punkt' i (Fig. 10.) zuerst ausserhalb 
u^d zwar in uhniitlelbarer Nähe der Curve 
CLMC annehmet! ; ferner seien £ und M 
zwei dem Punkte A sehr nahe liegende 
Punkte dieser CurVe, und zwar der Art, 
dass die geraden Linien AL und AM 
einen Winkel von 18Ü® bilden. Sobald 
nun der Punkt Z von L bis M forlgeht, 
nimmt t an der Grenze um tt, folglich 

TT 

v^ umd Vi um ^ ab, demnach durchläuft 

der Punkt Vi die Curve NFQ und der 
Punkt üt die Curve P6R. 

: Nehmen mt dagegen den Punkt A 
(Fig. 26.) innerhalb an, während die 

Lage der Punkte L und M wie vorhin bleibt, und lassen wir Z 
von I bis i/ forh-Qcken, so wächst der Winkel t an der Grenze' 

7t 

um TT, folglich Vi und v^ um - an, alsdann durchläuH U^ den 
Weg NFR und [7, den Weg PGQ. 

Aus den Figuren 18, 19 und 20 ist sofort ersichtlich, wel- 
che Modificationen die von den Punkten [/|, Ui beschriebenen Cur- 

Fischer, Puiseux's Untersuchungen etc. o 





Fig. 20. 





ven erleiden, wenn die CuiTe CLMC bei 
der Verschiebung den Punkt A üiier- 
schreitel. So lange sie diesen nicht ein- 
schliesst, durchlaufen die Punitte U^yUt 
geschlossene Curven (Fig. 19)^ nämlich 
die Wege SNFQS und TPGRT. welche 
dem Punkte B sehr nahe komnnen und 
in der Nähe desselben allnialig die Schen- 
kel von rechten Scheitelwinkeln aus- 
machen. 

Wenn die Cur?e CLM( den Punkt 
A äberschreitet (Pi^ 18.), so bilden jene 
beiden Curven eine einzige, för welche 
der Punkt B sich als ein vielfacher 
;' (UoppeU) Punkt darstellt, von dem sich 

recht winkelige Aeste abzweigen; nachdem 
aber die Punkte 17, und ü^ auf den Linien NB, PB nach B ge- 
langt sind, steht uns wie gesagt die Annahme frei, welcher von 
beiden auf der Linie BQ fortgehen soll, während der andere die 
Linie BR durchlauft. 

Wenn endlich die Curve CLMC den Punkt A umgibt 
(Fig. 20), so machen die Wege der Punkte {/, und U^ zwei Theile 
einer und derselben geschlossenen Curve aus, welche' in der Nähe 
von B eine Verengung bilden und sich wiederum allmälig zu rech- 
ten Scheitelwinkeln gestalten. Sind S und T ^ie, anfänglichen 
Orte bezüglich von Ut und U^, während Z auf der Ctirye CLMC 
einen Umlauf macht, so beschreibt der Punkt C/f . den Bogen 
SNFRT und der Punkt Ut den Bogen TPQQS, und erst nach zwei 
Umläufen von Z nehmen die Punkte {7|, U% ihre ursprönglicheu 
Orte S und T wieder ein.*) 



*) Sollte die Curve CLMC etwa in A eine Spitze bilden, wo die 
beiden Theile derselben den Winkel ^ einschliessen , so würden die 
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Wiis den Fall betviflt, wenn die Curve CLMC einen derje- 
nigen Punkte A äbersch^eitel, fär welchen drei Functionen ii|,Us, 
iii einen geikieinsainen Wertb ( besitzen, so ergibt sich eben so 
leicht das Verhallen der Punkte üi, {7,. Unter der Voraussetzung 

nämlich, dass die Ableitungen —^ j— und '\ > für « = a, 
M~6 nicht verschwinden, sind die Nähen ngswerthe jener Func* 
tionen für solrhe Werthe von ä, welche in unmittelbarer Nähe 
von a liegen, folgende: 

1 Li 

ut 6 4-(Äe)»e » , 

1 L±±fi 
tta = 6 + (Äp)*e * . 

Hieraus entnehmen wir, nach einer der früheren ähnlichen Be- 
trachtung: falls der Punkt Ä der Curve CLMC ausserhalb sehr 
nahe liegt, wird von jedem der Punkte U^^ i/j, U^ eine dem 
Punkte B sehr nahe kommende geschlossene Curve beschrieben 
(Fig. 21); falls jene Curve durch den Punkt A hindurchgeht, 
bilden diese drei Curven eine einzige (Fig. 22), die in B einen 
Fig .>1. Fig. 22. 





von den Punkten U,, Ü2 beschriebenen Curven zwar wiederum in / 
einen vielfachen (Doppel -) Punkt besitzen, während jedoch die Aeste 

unter dem Winkel — von B auslaufen. 

6* 
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vielfachen (diteihcbep) Punkt besitzt, wo sich drei Aeste unter 
Winkeln von 60 Graden abeweigep; falU ei|diich der Pupkt i 
innerhalb jener Curve zu liegen konml, wird der. Punkt B von 
dieser zusammenhängenden Curve nicht nebr berührt, iopdem in 
Fig. v3. der Gestalt der Figur 23 einge- 

schlossen. Während Z auf der 
Curve CLMC einen Umlauf macht, 
beschreibt jeder der Punkte £/|, 
^s« C/3 für sich einen Theil der 
betracbletei} Curve der Art, dass 
die drei Theile die ganze Curve 
zusammensetzen; erst nach drei 
Umläufen von Z erhalten diese 
Punkte wieder ihre anfängliche 
Lage. 

37. Wir haben von Nr. 18 ab immer vorausgesetzt, dass 
der Cuefßcient der höclisd^n Potenz von ie in dem ganzen Polynom 
fiuyz) unabhängig von z ist; die oben gegebene Theorie läs.^^t Mch 
eben so leicht auf den Fall ausdehnen, wenn jener Coeflicient als 
eine beliebige ganze Function von z auftritt. Wir wollen zu die- 
sem- Zwecke die irreductible Gleichung 

Ni;* + Pv*»-» -I- Qi;«-« -h • • . . + St; + T =e 
betrachten, wo N, P, Q....,T ganze Polynome von z bezeichnen, 
und, wie es bereit« für die Function u geschehen, alle verschieile- 
nen Werthe, welche die Function v annimmt, je nachdem sich 
der Punkt Z von seinem anfanglichen Orte aus nach einem zwei- 
ten Orte K auf dieser oder jener Curve fortbewegt, abgesondert 
darzustellen suchen. 

Dieser Fall kann sofort auf den oben behandelten zurück- 
geführt werden, wenn wii- 

u 

setzen, wodurch sich nämlich die gegebene Gleiotiung in 

«•+ P«"-' +NQ«"-»+.... + N"-«S« + N»-»T = 
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verwandelt, wo der Coefficient von u*" gleich Eins ist. Da hier 

das Polynom N für jeden Werlh von % nnr einen Werth hat, 

so entsprechen den verschiedenen Werthen, welche die Function 

tt zulässt, eben so viele Werthe von t;, die in der Formel 

u 

begrifleii sind. 

Demnach reducirt sich alles wie froher auf die Bestimmung 
der Chai'akterigtiken der verschiedenen von C nach K föhrenden 
Wege, und zwar ist hierzu immer nur die ConstrucUon der Punkte 
ii,i4',i",.... erforderlich, die denjenigen Werthen voo » entspre- 
chen, für welche die Gleichung 

M"'+Pi4«-^+....4-N"'->T= 
vielfaclie Wurzeln besitzt. Ungeachtet es sich nämlich, ob^chon 
diese Werthe von z im Allgemeinen dieselben bleiben, doch mit 
denen, für welche N verschwindet, anders verhallen kann, indem 
die Gleichung in t« für diese Werthe m I Wurzeln gleich Null 
liefert, während die Gleichung in v gewöhnlich eine unendlich 
grosse Warzel und m — 1 endliche und ungleiche Wurzeln gibt; 
so lassen sich sämmtliche Punkte i^Ä', 4'',.... jederzeit dadurch 
auffinden, dass man diejenigf^n Werthe vtm z, welchen unendlich 
grosse Wurzeln der Gleichung in v entsprechen, mit denen ver- 
bindet, für die zwei Wurzeln dieser Gleichung coincidiren. 
89* Wir haben gesehen» dass die der Gleichung 

t«"» + PM*» "+NQu"»-' + .... = 
genügenden Functionen «i , U2).*.., Um ^ich in Bezug auf den 
Punkt A in eine gewisse Anzahl cyklischer Systeme ablheilen; die 
entsprechenden Functionen 

«^1 ~ j^» ^**'pr n" 

bilden offenbar gleich viel correspondirende cyklische Systeme. 
Wenn wir mit v den Grad derjenigen Potenz von %— a bezeich- 
nen, durch welche das Polynom N theilbar ist, ivährend auch der 
ganze Exponent v gleich Null sein kann, und 
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N = (»—«)» 9? 


setzen, so ist 




also 


1 




(ä— «)»' i;„ ^-^ . Hny 



WO Vn eine der Functionen r^ v^, , r». repräsentiri. So lange 

nun der Punkt Z innerhalb eines um A beschriebene» Kreises 

b'eibtf dessen Radius der kleinsten von den (Jngen AA\ AÄ" 

gleich ist, iässt sich xx in eine convergenle, nach den ganzen posi^ 
tiTen Potenzen ton s — a fortschreitende Reihe entwickeln; ferner 
haben wir in Nr. 2^ gesehen, dass wenn /< die Anzahl der Teime 
des cyklischen Systems bezeichnet, zu welchen die Function ?r„ 
gehört, diese letztere innerhalb derselben Grenzen nach den gan- 
zen positiven Potenzen von (2 - a)" entwickelt werden kann. 
Multiplicirt man die beiden so aufgestellten Reihen mit einander, 

so erhält man für ^ . Un die nach den ganzen positiven Potenzen 

1 

von (z^ a)f* fortschreitende Cntwickelung: 

1 • i « 

g . w» =r ( « - a ) »'tin = « + 8 (ä - fl)^ + 6 (« - a )Ä* + . . . . , 

wo Sl,93,@^,.... von z unabhängige Coetficienlen vorstdlen. So- 
mit ist: 

die Function Vn ÜUist sich also wie Un nach den gatizen Potenzen 

1 
von {z a).^ entwickeln; während jedoch die Entwickelung von 

1 
Un nur positive Potenzen von (z—a)f* enthält, kann die von t;,, 

mit einer begrenzten Anzahl von negativen Potenzen beginnen. 
39. Wir wollen das Gesagte auf die Gleichung 
(« — a)(if— a')(Ä— a")....i;'» — 1=«0 
anwenden, wo die Grössen a,a!,at\,.,. s^mmtlich iiiif;leicb sein 
soUen. Setzen wir 

u 

"^ "^ (Ä-a)t-aO(«— O.7.. ' 
so ergibt sich 
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^m _ (2j-_a)m-i (z^aT-^ («-a"r-» . . . . « Q ; 
die Punkte A,Ä\A*\....i welche zusamroenfailendeo W4irz«ln «he- 
ser Gleichung eiits(>rechen, dienen hier zur Darstelkiog der Werlhe 
a,a\a",.... von ». 

Bezeichnen ti|, Us» — i ^m die m der Gleichung in u genü- 
genden Functionen, deren Werthe bezüglich gleich 

sind, wo jr einen Werth der WurzelgrÖsse 

>/(c- a)*-^(c- a'r-Hc- a")"*-^r. 
vorstellt so lässt sich ohne Mühe mit Hilfe der oben dargelegten 
Principien nachweisen, dass jede dieser Funclionen, nachdem Z 

auf einer dei' Elementar-Curven (+ ^), 4-(^')» (+^'0» einen 

Umlauf vollbracht hat, den Anfangswerth der folgenden annimmt, 

und dass folglich dasselbe auch von den Functionen 

«g _ «> _ 

""' ^ («_a)(a-aO....' ''' ^ («-ii)(«-aO.... 

gilt. 

Fragt man nun nach den Werlhen, welche die Functionen 
Vf. Vi,.,.,iVfn erhalten, sobald der Punkt Z auf dem Wege (+^4), 
{-\- A*) + CMK nach K gelangt, vorausgesetzt, dass beim Fortgange 
von Z auf der Curve CMK bis zum Funkte K die Werthe hf, 
hi,..,., hm jener Functionen herbeigeführt werden, so finden sich 
für Vt der Werth Äj, für Vi der Werth A4, u. s. f., für Vm-\ und 
Vm die Werthe Aj, A3. Eben so ergibt sich, wenn Z aul dem 
Wege ( — Ä) -^ CMK nach ÜT gelangt, dass v^ v^,...., v^ bezüg- 
lich die Werthe Am»A|i....f h^-\ erhalten. • 

BeiUiitg bemerken 'wir noch, dass die Functionen Vi, 

v^ , Vm in convergente, nach den ganzen Potenzen von {z — ay^ 

aufsteigende Reihen entwickelt werden können, so lange der Punkt 
Z innerhalb eines um den Punkt A beschriebenen Kreises bleibt, 
dessen Radius der kleinsten der Entfernungen AA' AÄ'\.... gleich 
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— 1 

ist; und ferner, dass die negative Potenz {z a) ^ in diesen Rei- 
hen vorkemmt. 

40. fn allem Vorhergehenden haben wir uns nur auf alge- 
braische Gleichungen beschränkt; eben so wol sind aber die unter 
der F(»rni 

begriffenen transcendenten Gleichungen den oben aufgestellten 
Sätzen unterworfen^ wofern nur die linke Seite f{u,%\ so wie auch 
deren partielle Ableitungen aller Qrda^(ig/en i^rb u und 9i stHige 
Functionen dieser VarJHbeln sind und /ur jedes Werthsystem der- 
selben nur einen bestimmten endlichen Werlh besitzen; denn 
unsere Theorie erfordert ausser den oben abgeleiteten Bedingun- 
gen nichts weiter, als d^ss die Werihe von u, welche sich aus 
einer solchen Gleichung ergeben, continuirlich variiren, wenn 
dies bei z der Fall ist. Dass sich diese Eigenschaft auch wirklich 
auf Gleichungen aller Art erstreckt, hat Cauchy in seinen Ntm- 
veaux Exercices de Mathematiques, 7. //. |). 109 dargethan 

41. Die Sache lässt sich indessen noch auf die Weise ver- 
allgemeinern, dass man stalt 

z = x + yi 
zu setzen, sich der Form 

z-= g>(x,y) + iip{x.y) 
bedient. Hierin bezeichnen (p(x,y) und \p{Xyy) stetige Functionen, 
welche für jedes Werlhsy.-teni von j' und y, oder mit andern Wor- 
ten für jeden Punkt der xy- Ebene nur einen bestimmten end- 
hchen und zwar reellen Werth besitzen. Auch die Gleichung 

iefert für jedep Punkt der Ebene im Allgemeüi^R ungfeiche Werthe 
von u, und wir können auch hier die Frage erörtern, welchen conti- 
nuirlichen Veränderungen jede derselben unterliegt» während der 
zu den Coordinaten j;, y gehörende Punkt aus einer Anfangslage 
C in eine neue J^ übergebt. 
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Wir construiren zu diesem Zwecke zunächst diejenigen Punkte, 
welche den auf unendlich grosse oder vielfache Wurzeln der Gleichung 

/(tt,«) = 
führenden Werthen von z entsprechen; bedeutet f+gi einen sol- 
chen Werth, so ergeben sich die Coordinaten der entsprechenden 
.Punkte aus fplgendero System von Gleichungen: 
SP(a?>y) =/". ^(.x,y) =^. 

Nehmen wir jelzt an, dass der Punkt x^y von C bis K auf 
einer bestimmten Curve fortgeht, so bleibt der im Punkte K er- 
1 ngle Werth der Function u ungeändert, wenn die durchlaufene 
Curve ohne (Jebertcbreilung eines Punktes, für wehheti die Func- 
lien n unendlich gross oder eine vielfache Wurzel der gegebenen 
Glekhuiig ist, vers«-hoben wird. Die Beweisführung ist durchweg 
dieselbe, wie in dem Falle, da»s z^x-i-yt gesetzt wird. 

Wenn fernei* a«s der Gleichung 
f(u,z) = 
für einen Punkt A eine gewisse Anzahl gleicher Functionen von z 
entspringt, su lässt sich wieder wie zuvor beweisen, dass diese 
Functi(»nen eich in eine gewisse Anzahl cyklischer Systeme abthei- 
len, d. h- dass wenn man sich die Functionen, welche eiui's dieser 
Systeme ausmachen, auf dem Umfange eines Kreises auf ent^'pre- 
chende Weise vert heilt denkt, jede derselben den Anfangswerth der 
folgenden annimmt, sobald man den Punkt ^x^y) um den Punkt A auf 
einer unendlich kleinen geschlossenen Curve herumgeiührt hat. Es 
gelten daher auch unter der in Rede stehenden allgemeineren Annahme 
die aus diesen Principien schon oben abgeleiteten Folgerungen. 
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Dritter Tlieil. 



49. Wir wendf^n uns ge|;;enwärtig zu der Anwendung der 
bisher entwickelten Theorie auf die Untersuchung der vielfachen 
Werthe von bestimmten Integralen. Bei rächten wir die algebrai- 
sche Gleichung 

/•(«,«) = 0, 

deren linke Seite eine belieliige ganze Funcli«»« von u und % vor- 
stellen soll, indem wir wieder wie in Nr. o mit U| eine dieser 
Gleichling genugende Functioii von z iHSKeichnen, welche fstnen 
Werth 6| erhält, sobald der z ~ x '\- yi entsprechende Punkt Z 
seinen anfänglichen Ort C verlässt. Die Beckutttng des Ausdrucks 



*' c 



dz ist nur dann eine bestimmte, wenn ausser den Grenzen e 



und k noch der Weg CMK, auf weichem der bewegliche Punkt Z 
von C bis K fortgehen soll, vpll^tändig gegeben ist. Allei'dings 

erhalt das Inlegral lutdz nach Nr. 9 am £nde einen und den- 






selben Werth, so lange die Curve CMK während einer Verschie- 
bung keinen der Punkte /4, 4',i4", ...» erreicht, für welche die 

Gleichung 

f(u,z) - 

vielfache oder unendlich grosse Wurzeln liefert; sobald aber die 
Curve einen dieser Punkte uberi^chreitet, kann das Integral eine 
solche Aenderung erleiden, dass es eine begrenzte oder unbe- 
grenzte Anzahl verschiedener Werthe annimmt. 

Wir wollen zuei>t zeigen, wie mit Hilfe der im ersten Theile 

aufgestellten Principien der Werth des Integrals fuidz in Bezug 

auf eine gegebene Integrations-Curve mit btliebiger Genauigkeit zu 
berechnen ist; dabei setzen wir wie immer voraus, dass diese 
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Curve 4ui*cb keinen der Punkte i, i^ i4^.... liiBdurchgeht, da 
sonst da& Inlugral unbeslimmt sein könnte. Wiederholen wir die 
io Nr. 19 aui<gefubrte Coostruetion, durch welche die Curve CMK 
in «ne gewisse AnzaU von Theilen CMC*, CM*C\ C"ilf"C", . . . . 
(Fig. 7) zerlegt wird, so wird die Function U| nach Nr. 15 für die 
Länge das Theils CMC durch Tolgende convtTgente Reihe dar- 
gestellt : 

•ii=:ft, +Ft(fc„c).(Ä~c) + F,'6„c).(s-c)2 + ....; 
i c 
der Werth F des Integrals /uid«, wo sich die Integration über 

die Curve CMC* erstreckt, hat demnach eine convergente Reihe 
zum Ausdruck, welche durch Integration der einzelnen Tenne der 
vorstehenden zwischen den Grenzen 2; ^ c und z =" c' erhalten 
wird, nämlich: 

Ganz ähnliche Reihen gelten natürlich für die Integrale /ti| d«, 
«irf«,....^ deren Werthe wir bezflglich mit Y\ K", bezeichnen 



j 



wollen, wobei die Integrationen über die Curven C'M*C\ C\M*\C"\., 
auszudehnen sind, und wir erhallen somit die Gleichungen 






3 

t 

2 •-"»"- V 



Durch Addition dieser Grössen V, F', F", ...., deren Anzahl stets 
eine begrenzie ist, erhält man dann den gesuchten Werth des In- 

/k 
Uid%* Oftmals gewährt eine Aenderung des V^ege» CMK, 
. c 

die sich jedoch nicht über einen der Punkte A,A\A*\..,. hinaus 
^-strecken daf-t, Bequemlichkeiten für die Rechnung. 

Wir können dieselbe Methode auch benutzen, um den Werth 
des Integrals fuidz für die ganze Ausdehnung einer beliebigen 
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ElemcinUir*Cunre, z. B.der Cttrvte(-|-i4)Baeniwll«ln, deren R«»faiiäf1ifeile 
die Linie {7D(Frg.2l), die uneiidlrefa kleine €urre DJVW ftiid die Linie 

DC airarafachefi. Mmi l^escftreibe 
^'*- ^** nimlichu» den Punkt ^einfenÄreis, 

dessen Radius um eine endlicbe 
Grösse kürzer als die kleinste 
der Entfernungen AC, AÄ\ 'AA*\ 

AA**' , ist. und wektoer die 

Linie CD in E schneiden mag. 
An Stelle der Elementar -Curve 
{■\-A) konnte man unbeschadet 
des Integrals eine andere, aus der 
Linie CE, dem Kreise EQRE und der Linie E€ zu:'ammengesi*lzte 
Curve annehmen, und dann den Werlh des Inlegrals yi^irf« für 
diese Curve, welche von den Punkten A^ A\ A'\.,., überall endhche 
Entfernungen hat, ohne Weiteres nach der soeben angegebenen 
Methode berechnen. 

43« Es seien wiederum ti|, te^s, .. .. , t% die m del* Gk^i- 
chung 

genügenden Functionen von z\ ferner mögen Ax. A-\, A\, A*-\ 

die Werthe des Integrals A«! r/s in Bezug auf die Ge.^ammtl^gen 

der E'ementar-Curven (+-4), ( — X), (+>!'), (~ i') und ganz 

entsprechend ij, A-% A'^, .4'_«j, .... die Werihe des Integrals 
fu^dz für dieselben Curven, u. s. f. bezeichnen, so dass überhaupt 

i^^den W«'rth des InJegrals fundz in Bezug auf die Ausdehnung 
der Elementar - Curve (±i^^>) vorsteMl. Wir ^oW^ik gegenwärtig 
untersuchen, welchen Werlh das Integral yui<(« annehmen wird» 
wenn man dasselbe vom Funkle C aus über irgend eine geschlos- 
sene Curve CLMC (Fig. 4) fortführt, wobei wir die vorhin bezeich- 
neten Grössen, für die wir den Namen Stemehtar - Integrale wäh- 
len, als bekannt oder wenigstens nach dem in der vorigen Num. 
roer angegebenen Verfahren bet*echnet vofaussetzeki. 
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Der Deutlichkeit wegen nehmen wir au» dass z. B. 

( + i)(-i')(+^'0(--^) 

die Charakteristik der Inlegratiuns-l^urve CLMC sei, während wir 
aus Nr. }0 entn«'hmen, dass das Integral y^id^; ungeändert bleib!, 
wenn wir an' Stelle dieser Curve folgende Reihe von Elementar- 
Curven einführen : {+ A),( A% ( + i'O» ( - ^X Andererseits lässt 
sich angeben, nachdem sich die Gruppirungsweise der Functionen 

ti|, ti2 1 Um in cyklische Systeme um einzelne Punkte Aj A\ 

A'\..., herau!«gestellt hat, welche Function es ist, deren Anfangs- 
werth die Function U| nach einem Umlaufe von Z auf der Curve 
{+ A) annimmt; es sei dies die Function u^. Auf ähnliche Art 
würde man finden, dass Uj »ach einem Umlaufe von Z über ( — A*) 
z.B. den Anfangswerlh von 114, dass endlich u^ nach einem Um- 
laufe von Z über (.+A*') etwa den Anfangswerth von «2 erhält. 
Demnach wären der auf die Curre { + A) bezügliche Theil des ver- 
laagten Integrals gleich ^|, der über die Curve < — A') genommene 
TbejI gleich A*^^ und die den Curven (+ A") und (— A) entspre«- 
chenden Theile resp, A^*' und 4«$, so dass das über die gainEö 
gescIUossjen«) Curye CJLMC fortgeführte \üie%vA fu^dz den Werth 

A, +4'_8 + V + i-2 

besitzt. Man sieht überhaupt ein, dass der Werth dieses Inte- 
grals, über eine durah den Ptmkt C gehende geschlossene Curve 
hin ausgedehnt, immer durch die Summe einer gewissen Anzahl 

der Elementar-Integrale A^^ A^\^ A\^ , A^, dargestellt wird. 

41:» Nachdem, wir diese erste Frage beantwortet haben, 

/ * 

wollen wir die Werthe des Integrals juxdi für die imr möglichen 

J c 

Integrations- Curven zwischen C und K aufsuchen Wenn wir von. 
eijDer ers^n« zwischen den Punkten C und iC beliebig. gestalleten. 
Curve CMK (Fig. 17.) ausgeben und mit v^ i;^ ...... Vm die; 

Werthe der über diese Curve genommenen Integrale jUtdz, 
u^dz, jUmdz bezeichnen, so bandelt es sich zunächst um 

C t^ c 
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die Ermittelung des Werihes vom Integral luidz in Bezug auf 
eine beliebige andere lnlegrations-r4urve CLK. 
Beispielsweise sei 

(+A)(—Ä')(+A'')i—A) + CMK . 
die Charakteristik dieser Curve und ferner mag, mit Beibehaltung 
der in der vorigen Nummer gemachten Annahmen, die Function 
Ui nach einem Umlaufe von Z über ( — A) etwa den Anfangswerth 
von u^ erhalten. Da man nun nach Nr. 9 an Stelle der Curve 
CLK die durch die einzelnen Tenne der Charakteristik angedeutete 
Curvenreihe einfuhren kann, so findet man sofort für das gesuchte 
Integral folgenden Ausdruck: 

HtefAua ergibt sich, dass man die übrigen, von t '| verschiedenen 
Werthe des Integrals fuidz durch Addition einer dtT Grössen i^g« 

J c 

i^2»-*-M ^m und eines oder mehrerer der Elementar- Integrale Af, 

A^\, A\, , ^2, — gewinnt, wobei zwar ein und dasselbe Efe-^ 

meßtar- Integral in dieser Summe mehrfach vorkommen kann, ob- 
gleich jeiloch im Allgemeinen, wai6 auüdröcklicfa henorgehoben 

wird, nicht ein Werth des Integrals /u|ds entsteht, wenn man eine 

Je 

der Grössen v^, 1^3,...., t)m zu einer gewissen Anzahl der Grös- 
sen Ai, ^-.|, X/,...., i42,.... addirt, nachdem diese mit irgend 
welchen ganzen Zahlen multiplicirt worden sind. 

45. Die Elementar* Integra'e A%, A^\,.*,. besifzen mehrere 
bemerkenswerthe Eigenschaften. Da nämlich, wenn Ug diejenige 
Function bezeichnet, deren Anfangswerth der Function Uf nach 
einem Umlaufe von Z über die Elementar - Curve (+il) zukommt, 
umgekehrt Ug den Anfangswerth von Uf erbäh, nachdem Z auf der 
Curve ( — Al) einen Umlauf vollbracht hat; so sind die Elemente 
der mit Af und A^g bezeichnoU^n Integrale paarweise gleich m^ 
entgegengesetzt, und man hat folg'ich: 

A^g^—Af, 
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Demnach ist jedes der Inlegraie A i, il.%...., il^m in Bezug auf 
die Curve ( — A) von gleichem und entgegengesetztem Werthe^ wie 

eines der Integrale A^, A^^ , Am^ über die Curve (+i) ausgc- 

clebnt; uivl un^ekehrl, . 

4^. Nehmen wir insbesondere an, dass die Function Uf 
nach einem Umlauf von Z über die Curve (+ i4) ihren Aofangs- 
werth wieder erhält, so findet dies auch auf der Curve ( — ^) statt, 
und die vorstehende Gleicliung geht über in: 

A.f= - Äf. 
Für diesen Fall folgt aus Nr. II, dass die Grösse Af von dem Aus- 
gangsorte C des beweglichen Punktes Z unabhängig ist, dass die- 
selbe also ungeän fert bleibt, wenn mqn den Punkt C verlegt und 
gleirhzeiitg die Elementar- Curve (A) ohne Ueberschreitung eines 
der Punkte A, A\ A*' ,,., verschiebt. Man kann somit Af als den 
Werth des Integrals fnfdz, welches sich über eine um den Punkt 
A beschriebene unendlich kleine Curve erstreckt, betrachten, wo- 
raus sich dann ergibt, dass wepn die Function u/ im Punkte A 
einen endlichen Werth behält, sich, das Integral Af auf Null re- 
ducirt. 

Wählt man nämlich für die eben genannte unendlich kleine 

Curve einen um den -Punkt A beschriebenen Kreis, dessen Radius 

eine sehr kleine Grösse q ist. so hat man zunächst für einen 

Punkt dieses Kreises 

Ä = a + per« , 

wo r einen reellen Winkel bezeichnet, also 

dz = %qe^^\dTy 
folglicb 

Uft^^dx. 

,. o 

Da nun Uf für sehr kleine Werthe von q einen endiichea Werth 
behält, so gilt dies auch von dem Integral lufe^^di, so da<8 sich 

' 

der Ausdruck von Af gleichzeitig mit q auf Null reducirt; weil. 
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aber das Integral Äf von q selHst anabhähgig ist, so hat' man* in 

(ter Thal 

Af =»= (». 

47. Es gibt einen merkwürdigen Fall, welcher R^ationen' 
zwischen den Elemenlar-Inlegralen darbietet, diTen wir uns in der 
Folge tnit Vortheil bedienen werden; dieser Fall ist nändicti der, 
wo sich nach einem Umlauf von Z auf einer durch den Punkt C 
gehenden Curve z/, die alle Punkte A,Ä*^A",.... umgibt, die 
Functionen Ui, %,...., Um zum Theil wieder auf ihre Anfangs- 
werthe reduciren. 

Es sei Uf eine der Functionen, welclie dieser Bedifiguug un- 
terworfen sind; die Charaklerislik (z/) dir in directem Sinne eu 
durchlaufenden Curve J wird aus den Termeii ( + i ), ( + i' )» 
{+ A^^ ),...., die auf gewisse Art und zwar ohne Wiederholungeil 
angeordnet sind, zusammengesetzt sein, so dass wir immer nur 

die Formel 

iJ)^{+A)UA')i+A").... 

festzuhalten haben; ferner soll die Function Uf, sobald /auf den 
geschic^ssenen Curvcn, deren Charakleristiken durch (-^ A), {+ A) 
(+A% (+ A) i+Ä') i+A''), U.S.W, dargesldlt sind, herumge- 
führt ist, bezüglich die Anfaugswerihe von u/s «c^s «/»",.... erhal- 
ten« so dass das Iniegrai Ai^s, ülier die Curve J au*tgedehitt, 
folgenden Werth besitzt: 

^r+^V + 4'V ^-^'V + '-'- 
Wenn wir jetzt um den Anfangspunkt der Cooidinateu 
einen Kreis besclireibeu, dessen Radius R Kinger als die grösste 
der Entfernungen OA, 0A\ 0A*\..,, ist; so muss sich offenbar 
die Curve ^ ohne Ueberschreitung eines der Punkte A,A\ i'^.... 
der iirt verschieben lassen, dass sie mit diesem Kreise zur Coiu- 
ciden2 gebracht werden kann , und folglich ist der auf den Kreis 
@ bezüghche Werth des Integrals J^Ufdz ebenfalls der Summe 
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Dm aber hierfür noch einen zweiten Ausdruck zu erhalten, 
wollen wir die neue Variable v^ einfähren mit der Bedeutung 

%* =■■ - und uns einen beweglichen Funkt Z' vorstellen, dessen 

z 

Coordinaien , auf ein neues Axensystem Orx^, (yy' bezogen , den 
reellen Theil und den Coef6cienten von t der Grösse «'aufmachen. 
Da'iurch werden die Functionen «i, t(s,...., Um in Functionen von 
z' verwandelt, welche der algebraischen Gleichung 





'(4)= 



genilgen müssen. Da es nun ausserhalb des Kreises Q in end- 
lichem Abstände vom Anfangspunkte keine Lage des. Punktes Z 
gibt, fui* welche die Gleichung 

/(w.ä) = 
vielfache oder unendlich grosse Wurzeln hätte, so ist auch eben 
so innerhalb des um den Punkt & construirten Kreises &j des- 
sen Radius gleich ist, bis zum Anfangspunkte 0' hin keine Lage 
des Punktes Z' möglich, woför die Gleichung 

vielfache oder unendlich grosse Wurzeln lieferte. Beachten wir 
nun, dass die Function Uf, der Voraussetzung gemäss, nach einem 
Umlauf von Z auf dem Kreise @ ihren Anrangswerth wieder an- 
nimmt, und eben deswegen auch nach einem Umlaufe von Z' auf 
dem Kreise &'; dass sie folglich der einzige Term ist, welcher das 
cyklisctie System um den Punkt O* ausmacht, und sich alsdann 
für den inneren Raum des Kreises & in eine convergente, nach 
den ganzen Potenzen von z' aufsteigende Reihe, welche nach Nr. 
^8 mit einer begrenzten Anzahl negativer Potenzen beginnen kann, 
en wickeln lässt: so können wir für eine Norm von z\ die kleiner 
oder höchstens eben so gross als ^ ist, schreiben: 

wo p eine ganze positive Zahl und a/, /?/*,...., x/^fAf,^«^,.... von;s' 
unabhängige Coefficienten bezeichnen ; und andererseits muss dem- 

Piseker , Fui»iux"$ ünUmuimngen etc. 
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nach fiir eine Norm von «, die grösser oder mindestfins eben so 
gross als R ist, folgende Reihe gelten: 

Um nun dos üNr den Kreis @ ausgedehnt« integral y^tifrfs 
2U erhalten, genügt e« nur 

ZU setzen f woraus folgt 



dz = iflc^'rfT, 



mithin ist 



afRP'^J 



271 


In 



\ßfR^ I eP^'rfT-V .... 
fudz^i l -' « ^ ^ =^ 27t ikf. 

Somit erhalten wir die Gleichui^: 

Af + iv 4- i'V' + ^' V + .... = äT^rt/-, 

wo A/- den Coeflicienten von - in der nach den absteigenden Po- 
tenzen von z fortschreitenden Entwickelung für Uf bedeutet; eine 
solche Gleichung Gndet für jede Function Uf statt, welche nach 
einem Umlauf von Z auf der alle Punkte A, A\ A'\.,.. umgeben- 
den geschlossenen Curve J ihren Anfangswerth wieder annimmt. 

49. Es wurde schon früher in Nr. 44 bemerkt, dass im 
Allgemeinen keineswegs ein Werth von Juidz entsteht, wenn man 
irgend welche ganze Vielfache der Elementar -Integrale mit einer 
von den Grössen i;|, Vt,....,Vin durch Addition verbindet ; jedoch 
gibt es gewisse Klassen unter diesen Integralen, welche die merk- 
würdige Eigenschaft besitzen, dass wenn die Summe aller zu einer 
solchen Klasse gehörenden Elementar- Integrale, die stets von c 
unabhängig ist, beliebig oft mit einem Werthe des Integrals /ttid« 
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durch Addition oder Sublraction verbunden wird, immer ein Werth 
desselben wiederkehrt. 

Es sei nämlich w der auf die Curve (F) + CMK bezüg- 
Uidt, wobei mit (F) die Charakteri- 
stik einer durch den Punkt. C gehenden geschlossenen Curve an- 
gedeutet ist; ferner seien (T') und (F") iwei Klassen von Ter- 
men der .Charakteristik (F) (von denen auch eine gleich Null sein 
kann), so dass sich die Charakteristik (r) + CMK in der Form 
(F)(FO+C'/WJf darstellt. Bezeichnet man nun mit tt» diejenige 
Function, in deren Anfangswerth die Function Ui nach einem Um- 
lauf des Punkte.^ Z auf der geschlossenen Curve (F) übergeht, 
so wird man auf .niarrnigfadie Weise eine geschlossene CurVe der 
Ari durch den Punkt C legen können, dass die Function m» nach 
eiaem Uoilmif yim ^ auf dteser Curve ihren Anfangswerth wieder 
erhält. ¥^s mag (<D) oder ( — C2>) die Charakteristik einer solchen 
Curve vorstellen , je nachdem Z auf dieser im einen oder andern 
Sinne herumgeführt wird, und ferner p den auf die Curve ((D) be- 
zuglichen Werth des Integrals Ain^s; alsdann ist diese Grösse |) 
erstlens nach Nr. 4.^ durch die Summe einer gewissen Anzahl 
von Elementar- Integralen darstellbar, und zweitens, wie sich aus 
Nr. 12 ergibt, von der Lage des Punktes C unabhängig. 

Somit besitzt das Integral jnydz, wenn sich die Integration 
über die Curven 

(F')(C&)(F")+C^ür, 
(r)(Ö>)«0)(F') + C'^AT, 
(r)(a>)((D)((D)(F') + CMK, 






erstreckt, bezüglich die Werthe : 
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p+w, '^p + w, 3p + »,...., 

— p + tc, —2p + w, 

Wir sehen hierauf^, da&s durch Addition irgend eines Vielfachen 

von p zu dem Werlhe w des Integrals /fi|(/s wiederum ein Werth 
desselben gewonnen wird, and nennen aus diesem Grunde p eine 
Periode des InlegraU /Hiäz. 

Es bieten sich nun in Bezug hierauf folgende Hau|itfra- 
gen dar: 

1) Alle selbstsländig auftretenden Perioden anzugeben, welche 

/•* 

einem Werlhe von ßuidz zukommen; hierbei können solche nicht 

als selbstständig belrachiet werden, die sich durch Addition von 
ganzen Vielfachen der übrigen ergeben, wie z. B. nicht 2p al^ eine 
von p, oder p + q als eine von p und q weseBttich verschiedene 
Periode zur Geltung kommt. # 

2) Es ist zu entscheiden, oh jede Periode p allen oder nur ge- 
wissen Werlhen des Integrals luidz angehört. 

' c 

/ * 

3) Diejenigen Werlhe von tutdz zu ermitteln, wtiche einer Re- 

J c 

duction nicht fähig sind, wenn man eben von den ganzen Viel- 
fachen der Perioden absieht. 

Die Erörterung dieser Fragen für mehrere specielle PäUe soll 
den Gegenstand der folgenden Nummern ausmachen. 

49. Der einfachste Fall, weichen wir zunächst zu betrach- 
ten haben, ist der, wenn die Function u rational ist; hier ist 
nämlich die Gleichung 

A(w,«) = 
vom ersten Grade und liefert naturlich keine vielfachen Wurzeln, 
während dagegen der Werlh von % für gewis.se Werlhe von z un- 
endlich gross sein kann. Es seien a,a\a*\..,, diese Werlhe und 
it, A\ A!*y .... die ihnen entsprechenden Punkte ; alsdann lässt sich 
u jederzeit in die Form: 
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z -a (z-at'^^iz-a)' ""'^{z- a)" 



»— «'^ («~a')2^'*"^(Ä--a')"*' 

E" E^" E"m'-\ 

bringen, wo Ä, Ä,, ^,...., J?|M?,',.... Constanten und ö(«) eine 
ganze FuiictJon von z vorstellen. 

Da hier die über die Curven (4- i4), (— 4), (+4')» (— ^'), 
(+ Ä**)y (— A'% .... ausgedehnten Elementar - Integrale von der Lage 
deä Punktes C unabhängig sind und bezuglich die Werthe: 
+ 2mE, —2mE, +2mE\ 
~2mEf, +2mE'\ -2mE'\ 



udz 
für eine bestimmte Integration s - Cur ve CJI/Ä' bezeichnen, die Werthe 
dieses letztern sämmtlich in der Formel 

V + 27rt(«Ä + n'£'^-»"£" + ....)• 
enthalten, wo n,n'n'',.... beliebige positive oder negative ganze 
Zahlen bedeuten^ die auch Null sein können. 

im Allgemeinen sind die Perioden 2ntEy 2niE\ 2niE*\.... 
selbstständig und ausserdem in derselben Anzahl vorhanden^ wie 
die Werthe von z^ für welche die Function u unendlich wird; an- 
ders verhielte es sich aber, wenn eine oder mehrere der Zahlen 
E,E\E/\.,.. durch Addition von ganzen Vielfachen der übrigen 
gebildet werden könnten. Oflenbar gibt es unendlich viele Werthe 

des Integrals juydz, wofern nicht die Zahlen E,E\E*\.... sämmt- 
lieh gleich Null sind, in welchem Falle das Integral nur den Werth 
V haben würde. 

Dasselbe, was für die rationale Function u gilt, hat auch 
Galligkeit für jede transcendente Function, welche sich in die 
Form : 
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E Et • Em i Ef 

bringen lässt, wo &(2) eine für jeden endlichen VVerib von % ein- 
werthige Function ist, die zugleich endlich und stelig bleibt. 
For die mit E,E\.... bezeichneten Constanten bat Gauch y in sei- 
nen über dieselben angestellten Untersuchungen den Namen ^y Re- 
siduen der Funtion u in Bezug auf die Werthe a,a\,... von z' 
gewählt; auch andererseits stimmen die für den vorliegendeu Fall 

ermittelten Perioden des Inlegrals luidz mit den von diesem be- 

* c 

rühmten Mathematiker angegebenen*) vollkommen überein. 



Wir wollen jetzt beispielsweise die Perioden des Integrals 

k 

dz 

j aufsuchen. Von den Grössen E,E\..,. sind hier nur 



y 1 + « 

c 

zwei vorhanden, welche nämlich gleich +} und — i sind, so dass 
die beiden Perioden des Integrals die Werthe + n und - n be- 
sitzen; da dieselben aber gleich und entgegengesetzt sind, so fal- 
len sie in eine einzige + n zusammen. Bekanntlich werden die 

/ dz 

Werthe des Integrals / ^ durch die verschiedenen Bogen v 

c 

dargestellt, deren trigonometrische Tangente gleich it ist, und es 
gilt für jeden dieser Bögen die allgemeine Formel v + nn. 

50« Wenn die Gleichung 

f(u,z) =:. 
in Bezug auf u vom zweiten Grade ist, so können wir die beiden 
Werthe von u in der Form: 



*) Comi^iH readus i€ eAcaddinU des Sciences, T. IXIII 
(anlief 1846). 
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P , R /T 

darstellen, wo P, Q, R, S, T, U ganze Polynome sind. Seizeii wir 
voraus, was gestaltet ist, dass weder T, noch U gleiche Factoren 
enthält, dass ferner R und T weder mit S, noch mit U, so wie 
auch P nicht mit Q Factoren gemeinschaftlich besitzen; so wer- 
den diejenigen Werihe von Zi fßr welcAe eines der Polynome 
{i, R, S, T, U verschwindet, doppelten oder unendlich grossen Wur- 
zeln der Gleichung % 

f(u.z) = 
entsprechen. 

Es mögen nun die Punkte A,Ä\A'\.... solchen Werthen 

von z zugehören, für welche T oder U verschwindet, und die 

Punkte f[, flMl'', solchen Werthen von z, für die eines der 

Polynome Q,R, S verschwindet, jedoch weder T, noch U; sind 

alsdann (±^4), (±.4'), .... die um die Punkte A,A'.... und (±31), 

(±*A0«**'* di® ^^^ di^ Punkte %%-,..,. besehriebeuen Elementar- 

Curven, ferner A±\, A+z, i4'±|, il'is,.... die auf die Curven (^A), 

(±A') und atii. «±2, ai'.h 3l'±2 die auf die Curven (±31), 

(±31'),.... bezüglichen Elemenlar-Integrale: so sieht man leicht ein, 

dass die beiden Functionen U| und u^ um jeden der Punkte 1, 

A' A"y,... ein cyklisches System bilden, so dass, wenn A^o) irgend 

einen dieser Punkte bezeichnet, nach Nr. 45 : 
(o) {o) (o) (a) 

i4_i = — Ai , il_'2= — Ai 

ftSi. 

Da andererseits, wenti allgemein mit 3I<<>> einer der Punkte 
^, 'M', %",.,.. bezeichnet wird, jede der Functionen «,, Wt ihren 
eignen Anfangswerth wieder erhalt^ nachdem Z einen unendlichen 
kleinen Umlauf um den Punkt 3l(<3r) gemacht hat, so ist nach 

Nr. 46: 

(0) (a) (a) Ja) 

' 8l-.i=s — 3li , 3l_2= — 3I2 • 
Selzt man nun diese Elementar-Integrale, so wie auch die 
Wertbe Vx und v^ der über eine bestimmte Curve CUK fortge* 
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führten Integrale luidz, lu^dz als bekannt voraus, so lässt sich 

Je Je 

der Werlh des Integrals jn^dz für eine beliebige andere Integra- 

•' e 

tions-Curve CLKy deren Charakteristik gegeben ist, berechnen. 

Wir wollen jelzt allgemeine Ausdrücke aufstellen, welche die Werlhe 

/* ' 
von lu^dz für alle von C nach K führenden Iiitegralions-Ctirvcn 

J e 

CLK umfassen. 

Es sei (^ die Charakteristik der Curve CLK und [±'il<fl^>] 
ein Term derselben, welchem schon n Ternie vorangehen mögen. 
Sobald der Punkt Z über die durch die n ersten Terme von {yf) 
dargestellten Elementar-Curven herunigefühiH ist, wird die Func- 
tion Ui entweder ihren eignen AnTaugswerlh annehmen, oder auüh 
den Anfangswerth von u, erhallen; im ersten Falle ist der üb«r 
die Elementar - Curve [±^<<y^] ausgedehnte Theil des Integrals 

' k 

luidz gleich 31^*^, im andern Falle gleich Sl . Da nun die 

Function M|, nachdem Z diese (n+l)le Elementar-Curve zurück- 
gelegt, den nach Durchlaufung der n ersten Elementar -Curven 
eingetretenen Werth wieder annimmt, so darf man in der Cha- 
rakteristik {A) alle Terme der Form [±2l^or)] unterdrücken; wir 
beschränken daher unsere Aufmerksamkeit auf den Werth von 

^u^dz für die hierdurch vereinfachte Integrations- Curve und fü- 

c 

gen nur zu diesem Werthe eine Grösse von folgender Form hinzu : 

+ u a-i + v-i a-i + r^i a"->i + . . . . 
+ L,a-2-fiU«'-2 + ...., 

wo /,, /',,/"| ,...., /_j, r_i,...., l^yl\ lauter ganze positive 

Zahlen vertreten, welche auch gleich Null und selbst negativ sein 
können^ weil 

[o) (<y) (a) (or) (<y) (a) (a) (a) 



7: 
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ist. Ofleobar werdeD diesen ganzen Zahlen die beabsichtiglen 
Werthe dadurch beigelegt, dass man die Curve CLK auf geeignete 
Weise gestaltet, wozu es nur der Einfuhrung neuer Terme der 
Form [±!l(<r)] in die Charakteristik (^) bedarf. 

Nachdem die Terme der Form [±9l<<^)] aus dieser Charakte- 
ristik abgeschieden wordeQ, bandelt es sich nur noch um solche 
von der Form [:^i4(o^)], abgesehen von dem lelzten Term + CMK, 
und die Charakteristik wird sich nach dieser Modification auf 
■ {ui') = [± ^^«>] [± /^^ [± A^y^] [± A^^^ . . . . [± .4<'^>J + CMK 
reduciren. Alsdann wird die Function Ui bei den auf einander 
folgenden Uebergängen des Punktes Z auf alle einzelnen Elemen- 
tar- Curveu derselben abwechselnd entweder den Anfangswerlh von 
ti2> oder ihren eignen Anf'angswerth erhalten, so dass das über die 

Curve (^0 fortgeführte Integral /u^d», wenn die Anzahl der in 

J e 

(A') zusammengefasstcn Elementar- Curven gerade ist, den Werth 

(«) [p] (y) M) (<y) 

^1 = ^±1 + ^±t + ^±1 + '^:l« + .... -H ^±» -+- Vi, 
wenn aber die genannte Anzahl ungerade ist, den Werth 
(«I {ß) W (J) M 

besitzt. 

Bezeichnen wir jetzt mit S, fijr^i,,.... sämmtliche Re- 
sultate der Addition einer der Grössen A^.^.^ ^\%' i4"^j,.... zu 
einer der Grössen A^^, A'^^, ii''^!,....» so erscheint jeder der 
Ausdrücke Vi und F, als eine gewisse aus den Grössen A, A|, 
All,.... gebildete Summe, in welcher auch eine und dieselbe 
mehrfach wiederholt vorkommen kann, während jedoch das erste 
Mal nur der letzte und das zweite Mal die beiden letzten Terme 
als solche wieder auftreten. Wir erhalten somit: 

F|=wÄ-fm|Äi +m|,Äi, -h.... + V|, ^ 

V^—mB^-mxBi+myxBxi +.... + ^1^1 + vj, 
wo m, flfii^mti ».... beliebige ganze Zahlen vorstellen, die positiv. 
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Null, oder aiicb negativ sein können, da die Gr&ssen B/0| , tu , 

an sidi paarweise, gleich und mit entgegengesfflzleii Vorz^cfa^tt be- 
haftet sind. Da ausserdem folgende Gleichling gilt: 

Ai + ^_2 =- 

oder überhaupt 

(er) ^ {a) 

WO die Summe A,^ + A^t durch eine der Grössen B, Bf, iü ,.... 
vorgestellt wird, so können wir in ßetrefl' des Integrals F, auch 
schreiben : 

Als Summen aus der Grösse Fund einer der Grossen T,, 
V2 lassen sich also sämmtliche Werlhe des besfimmten fntegrals 

luidz in Bezug auf beliebige Integraiions^Curven CLK dureb 

'^ c 

die beiden Formeln 

C + Vi und C + .4| + V2 
darstellen, wo zur Abkürzung unter G die Grösse 

und unter /j, i'i,...., Li, /' i,....,ij ,/-2,...., m,m|,m,t 

durchaus beliebige ganze positive, oder negative Zahfen, die auch 
gleich Null sein können, zu verstehen sind. SSmmtliche iVeribe 

des Integrals luxdz ergeben sich demnach, wenn man ein Mal zu 

dem Wertlie 1; und das andere Mal zu Af 4- V2 beliebigie ganze 
Vielfache der Grössen 

a,,a'i,a", a-.i,a'_,,8i".i, 

addirU , 
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Hieraus erkemit man ohne Weiteres, dfisg ebea dkse 6tm^ 
sen lauter Perioden des Integrals ju^dz darstellen, dass jede an- 

dere Periode desselben unter ihnen mit begriffen ist; dass sie aber 
nicht selb^tständig sein werden, und zwar wegen der oben aufge- 
stellten Gleichungen: 

(a) (er) (a) {a) 

31 1 = — 5lj , 9i_2 = ~ »»2 , 

[a] {ff) {a) {a) 

A—\ = — ^2 I A~%=^ — 4| 

sich auf die Tolgenden, im Allgemeioen selbstständigen Perioden 

zurückführen lassen: 

«i,a'i,2l"i,...., 8la,r2,%"2 , 

i^l + i4 1 , i<i + -4 1 ) ^2 + ^ 1 » • • • • » 
i4i + 4j, ^j+4 2, Af-^ A 2»«-«»» 

At+A^y ^2 + ^ i»«--.» 

^ 'l "4- ^ S » -^ 1 + -<^' 2 » • • • • » 
^'2 + -4'"l j....> 



welche sich in besondern Fällen auf eine noch geringere Anzahl 
reduciren können. 

Aus der in Nr. 46 einget^chalteten Bemerkung entnehmen wir 
zuvörderst 1) dass eine Periode der ersten Reihe, also H|, oder 
%2 «••••» ^on den Grenzen c end k unabhängig ist und geradezu 
»b der Werth des Integrals /"tiicls oderyi«2c{2 betrachtet werden 
laiiss, wo sich di« lotegrationen über eine unendlich kleine, um 
den Punkt % beachriebene geschlossene Curve erstrecken ; 2) dass 
eine Periode von der Art A^ -f A^ den Werth des Integrals 
y*(fii + «2)^9 für die ganze Ausdehnung der Elementar- Cur\-e 
(-f i^) darBtelit, während zugleich, da die Function ti| + % nach 
einem Umlauf von Z auf dieser Elementar- Curve ihren Anfangs- 
w«rlb wieder aaati&ffli, das in Rede stebeade Integral oaek Nr. 11 
Ott dct Lage daa Peahles, C unabhaogig ist, aod daher eine un- 
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endlicb Meine, den Punkt A umgebende Inf egration« - Cifr^e zu 
Grunde gelegt werden kann; 3) dass endlich eine Periode von der 
Art A^ + A\ dem Werthe des inlegrals yti,</«, dessen Integra- 
tions-Curve die Charakteristik (+ A)(+ A') besitzt, gleich ist, 
während, da der Anfangswerth der Function Ui nach einem Um- 
lauf von Z auch auf dieser Curve wiederkehrt, abermals das Inte- 
gral oder die ihm gleichgeltende Periode A^ + A\ von der Lage 
des Punktes C unabhängig ist, und demnach jede die Punkle A 
und A' umgebende geschlossene Curve, wrelche sich jedoch ohne 

üeberschreitung eines der Punkte A,Ä\A*\...,, %%\%*\ mit 

der Curve ( + il)(4-^') zur Cuincidenz bringen lässt, als Inlegra- 
tions- Curve dienen kann. Somit ist klar, dass überhaupt sämmt- 
liehe Perioden des vorhin aufgestellten Systems von den Grenzen 

/ fc . - 

c und k des Integrals juidz unabhängig sind. 

Wir wollen nun die bereits ausg^^sprochene Behauptung be- 
weisen, dass~ die Periode A^ + A\ dem Werthe des Integrals 
fu^dz für eine um die beiden Punkte A und A* beschriebene 
geschlossene Curve gleich ist. Es sei ADHD*A* (Fig. 25.) eine 
zwischen diesen Punkten ausgedehnte Curve, mit welcher die in 
Fig. 25 Rede stehende allmäÜg zarCoin- 

cidcnz gisbracbt werden kann, 
ohne üeberschreitung eines der 
Punkte A^A\A*\..,,y so dass 
wir diese durch diejenige Curve 
ersetzen können, deren Besfand- 
tfaeile die Curve DEV^ die un- 
endlich kleine geschlossene Curve 
D*EfFD\ die Cur?e B'ED und 
endlich die otiendlie klekie Curve 
DSFD sind« Es gibt einen sehr 
allgemeinen Fall, wo die auf die unendKcb klauen Curveti BBFB 
und D'BFB' beauglichen Tbmie des Integrals /ttfcfs^wAidt herab- 
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sinken, während die räumlichen Au^debnnngen dieser Curven ihrer- 
seits bis 2ttm Moftsen Punkte abnehmen; dieser Fall ist offenbar 
i^, wo üe Grenze des ProducU (z—a)Hi för s=±=a und die 
Grenze des Products {z — a')«i ßr » = a' beide versehwinden. 
Da sieb nämlich die Function t«| für sehr kleine Werthe der Norm 
von z — a nach den ganzen negativen und positiven Potenzen von 

(z — ap entwickeln lässt, so muss sich, wenn das Product 
(« — a)ui lür « = a verschwinden soll, die Function «i durch 
folgende Reihe darstellen lassen: 
ti, = A(«- a)"~i + B + C(z- a)i + D(ä— a) + E(«— a)^ -f . . . . 

Es ist erlaubt, sich statt der Curve DEFD eines um den 
Punkt A mit dem sehr kleinen Radius g beschriebenen Kreises zu 
bedienen, tur dessen Umfang 

ist, woraus folgt 

dz == tQe^i dt ; 

und für den über die Curve DEFD ausgedehnten Theil des Integrals 

fu^dz ergibt, sich alsdann folgender Ausdruck: 

277 






= -4 (Ap* + JC?* + iE^t +....), 
welcher eben beweist, dass 'dieses Integral verschwinden muss^ 
sobald die Grösse q zu Null herabsinkt. Auf ahnh'che Weise liesse 
sich darthun, dass der auf die Curve D*EFD* bezügliche Theil 
des Integrals mit der räumhchen Ausdehnung dieser Curve gleich- 
zeitig vm'sehwindet und es folgt hieraus für unsern Fall, dass die 
Periode Ai-^-A'^ die Grenze von der Summe derjenigen Integraltheile 
ist, welche sich über die beiden Curven DHD* und D*HD er- 
strecken, sdbald nämlich die Punkfee D und D* bezüglich mit A 
und A* zusamiBeRfallen. Da aber die Function tij bei der Fortbewe- 
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gung des Punktes Z 9i\hS der Corve DBI^t um de» PunkA Ä' 
lierum und wieder über D'OÜ zurück diejenigea Werthe, welche 
sie zuerst dui'cMef» das zweite Mal nicht wieder anmmnit» son- 
dern die io umgekehrter Ordnung « vom Punkte D aus tolgen- 
den Werthe der Function u^. durchläuft; so ist die SuaMoe der 
auf die Curven DBD' und I^HD hezügUohen Tbeile des Integrals 
dem Integrale yXwj — U2)dz gleich, wo die Integration über die 
Curve DHD' fortzuführen ist. Geht man nun zur Grenze über, 
so findet man, dass die Periode ^| -|- A\ dem auf die Curve AHA' 
bezüglichen Werthe des Integrals y(U| — Uj)dz gleich ist. 

In dem soeben behandelten Falle reducirt sich die Summe 
A^ + At auf Null, weil sie den Werth des über die Curve DEFD 
ausgedehnten Integrals f(ui + nt)dz darstellt. Wählt man nämlich 
für diese Curve den Kreis vom Radius (>, so hat man 
«1 +tt,=2B + 2D(sf-a) + 2V{z—a^) + ...,, 
Und folglich: 



B.y 



371 


2?7 






r= 0. 



Ganz in ähnlicher Weise ergibt sich, dass die Summe A\ + A\ 
ebenfalls gleich Null ist, so dass also die Perioden il, -|- A^ und 
A\ 4- i4V verschwinden, während dagegen die Perioden i4| + A\ 
und /I2 + i4'|, die einander gleich und mit entgegengesetzten Vor- 
zeichen behaftet sind, nur noch eine einzige ausmachen. 

So oft die Anzahl der Punkte A,A* A**^.... gerade, 2m, ist, 
kommt die in Nr. 47 gemachte Bemerkung zur AnwendtMig. Be- 
achten wir näfldKch, dass für diesen Fall die Functionen «|, «t 
beide nach einem Umlauf des Punktes Z auf der durch den Punkt 
C gehenden Curve //, welche zugleich die Punkte ii, il^i",...., 
süflimtlicb amgifct, wieder ihre Anfongswerthe erhalten, wtiirwid 



di€' CkfHßakleiislBi (^) diAS4r Cur?e a«is zweierlei beKebrg vermisch- 
lefl Terment, eiiwrsiBtls der Form [ 4- Ä^^^]s anderftrseits der Form 
[4 %^^^ zuBammeiigeseizt iäl; las»«» wir ausserdem die Klemen- 

tar-Curven (+ A (+ 4'), (4 A") [ + Ä('^'^^l [4-i<^«-*^], 

ganz abgesehen von den etwa dazwischen vorlioinmeuden Terraen 
der Form [4-'ä**^^], wieder in dieser Ordnung folgen, was stets 
erlaubt ist; und bezeichnen wir mit [+8l(/"^], [ + '8^^], [ + 21^^"^], 

diejenigen Terme dieser Art, dene» in der Charakteristik eine 

gerade Anzahl von Termen der Forni [4^f<r^] vorangehen, und 

andererseits mit E+Sl^^'^], [+^^"'^1 t + Ä^»'"^] die Terme, wel- 

dien rine ungerade Anzahl der Form i + Ä^o^ vorausgehen: so er- 
geben sich durch Anwendung der in Nr. 47 gewonnenen Gleichung 
auf jede der beiden Functionen i«, und Ut folgende Gleichungen: 

4 A,+A\ + A'\ +A^\ + .... + y|(*^-% + .|(^«-'>, = 2mk^. 

ä(^), + W^\+mf^\ + .... + 3lf^>, 4 ^^^\ + 31^^"^ + .... 

+ At + A\ + ^", 4 >!"', -h .... n- i4(2«-^J, + .4 (««-»>, =2^X2, 

wo Xa und A« die Coefficienten von - iü den nach den abatai- 

z 

geiiden Felenzen von z fortschreitenden EntwickeKingen von f#| 
lind 1C2 bedeutMi. 

Diese Gleichungen, deren linke Seiten Summen von Perioden 
des oben aufgestellten vollständigen Systems sind, liefern nun, 
wenn li und X^ gleich Null gesetzt werden, die Werthe zweier 
von diesen Perioden, welche sich als die Summen mehrerer ande- 
rer, mit entgegengesetzten ^ Vorzeichen versehener Perioden dar- 
stellen; hiermit ist aber die Anzahl der selbstständigen Perioden 
um zwei vermindert wordon. 

51. Wir woiten nun, um die bisher entwtckpite Tfteorie wirk- 
Heb aoszttföhren, einige spectelte Fälle der nähern Betrachtung 
«nterwerfen. Es sei zuerst folgende Gleichung zwisrtien u und z 
gegeben: 



/ 



.1' 
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wo h einejn constanlen Weith hat. Sofort lässl sidi erk«MMB, dass 
die Functiooen ti|, «, um dea «-«a etttoprechoMlen Piinkl A em 
cyklisches System bilden, und daas nur eine Periode des Integrals 

Uxd%^ nämlich von der Grösse Ai + Aii existiren kann, die ge- 

e 

radezu den Werlh des Integrals y*(fi| -{-Ut^dz Tfir die Rlemenlar- 
Curve ( + i4) darstellt. Da nun der gegebenen Gleichung gemäss 
die Relation 

«•i + «1 = 
stattlindet, so gilt die Gleichung 

A^ +4, = 0, 

d.h. die Periode selbst ist gleich Nnil, so dass dem Integral 
rk 
Hidz bloss die beiden Werthe v^ und Af +Vi zukommen. 

c 

Zu denselben Polgerungen fuhrt die Behandlung der Gleichung 

tt*=Ä*(a— a). 
59. Wählen wir die Gleichung 

(»— a)(Ä— a')t«»=^Ä*, 
so sind die beiden % a und % = a* ents|irechenden Punkte A 
und A' vorbanden, um welche jederseits die Functionen Ut und 
Uf eine eyklische Vertauschung eingehen. Die in Nr. 5tt gegebe* 
neu allgemeinen Ausdrücke für die Perioden reduciren sich hier 
auf die vier Grössen : 

i4j + i4 j , i4| + A\ , A^ + A ^^ -^ i + ^'s ? 
da aber zufolge der Relation 

«1 + «2—0 
die beiden Gleichungen gelten: 

so ist 

d. h. es sind die vier Perioden der einen seibststandigen Pwiode Af -j-A't 
äquivalent. Da dasProduct («~a)iCi für «~a, wie auch das Pro* 
duct iz—a')ui füv z^af verschwindet, so kann die Periode Af 
4- A\, nach einer in Nr. 50 gemachten Bemerkung, geradezu als 
der Werth des Integrals 
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y/ •«' 
ö / « / ^z 
(m, — M, »dÄ ^2/uidz = 2ä / ^ ^ ^ » 
a ^o kJ yl{z — a) (J5 — a') 

WO die Integrationen über die gerade Linie AA' auszudeiinen sind, 
betrachtet werden. Setzen wir jetzt, um den Werth desselben zu 
erbalten, 



-~ 2 ^ 2 
ein, wo z' eine neue, etwa einem beweglicben Punkte 7' entspre- 
chende Variable bezeichnet, und beachten wir, dass während die 
Inlt*grat]onsgrenzen von z die Grössen a und a^ sind, die von z' 
die Werthe — 1 und + 1 haben, und wenn der Punkt Z die Li- 
nie AA' durchläuft, der Punkt Z^ den von den beiden Punkten 
ä'= — l und Ä'=-f I begrenzten Theil der a?-Axe durchschrei- 
tet; so ergibt sich: 

2H L-=^- - = 2Ä /,i?L = ?^ UL^ , 

J^ ^iz — a) (z — a*) ^iV«"- 1 «ty^V»-«" 

wo die Integralionen nach z' durch eine von — 1 bis +1 aufstei- 
gende Reihe reeller Werthe fortzufuhren sind. Mun ist unter die- 
ser Bedingung 




/' * , 27ih 

Uidz den Werth —7- 
c • 

oder T- — 2nihy weil die Aenderung des Vorzeichens einer 

Periode nichts ausmacht. 



Man kann diese Periode auch dadurch erhalten, dass man 
die zum Schlüsse der Nr. 50 ausgesprochene Bemerkung auf un- 
Sern Fall en wendet, wo die Anzahl der Perioden i, A^ eine ge- 
rade ist. Da die Coefßcienlen von — in den nach den absteigen- 

z 

den Potenzen von z fortschreitenden Entwickelungeii von tii und 

Fischer, Puiseux's üntertudumgen etc. ^ 
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t<2 bezüglich ± h und q: h sind, so gehen die am angeführten Orte 

aufgestellten Gleichungen über in: 

Ai + 4'2 = ± 27tih, 4j + A\ = :f2nih; 

man findet also denselben Werth ± 2mh für die Periode Äi + Ä\ 

wieder. 

Nimmt man z. B. an : 

a^r+l, a' = — I, Ä=+t, 
also 

1 



1— Ä« 

und setzt dann 

/UidZ:ss v, 
_ 

wo «I diejenige der beiden Functionen vorstellt, deren Anfangs- 

werth gleich +1 für s = ist ; so erscheinen die verschiedenen 

Werthe von v als die unendlich vielen Bögen, deren Sinus gleich 

z ist, d.h. man hat 

z ='^in V. 

Für diesen Fall reducirt sich die Periode ±2mh auf 27€, in voll- 
kommener Uebereinstimmung mit der bekannten Gleichung 

sin (v + 2l7r) = sin v, 
wo l jede ganze Zahl vertritt. 

Hätten wir statt der Gleichung 

die Gleichung 

u^ = h^{z-a)iz-a') 

gewählt, so wäre auf entsprechende Weise für die einzige Periode 

fk 
des Integrals lufäz der Ausdruck 

yrA(a^ — fl)V 

gefunden worden. 

59. Wir gehen ferner zu der Gleichung 
(ä — a)(«- aO (»— a")w*= ä* 
über. Die allgemeine Methode führt zu folgenden neun als Perio- 
den des Integrals juidz auftretenden Grössen: 
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>*i+^i, Äi+A'2. A,+Ä*'^, Ai + A'i, At + Ä'\,A\+A'^, 

A\+r2. A4i",, ^'WA; 

da aber, der Relation 

gemäss, folgende Gleichungen gelten: 

^1+^2=0, ^',+^', = 0, ^",+^", = 0, 

so ist 

A,+A\^A,-A\, A^+A\=—{A"^—A^\ A^+A\=.—(^A^^A\l 

^j + ^",=i",~^„ A\+A''^^A\---A\ A\^A-,= —{A\-~A^\X 

so dass sich die oben genannten Perioden auf folgende drei re- 

duciren : 

A,^A\, A\^A'\, A'\~A,, 

Da nun ferner die Summe dieser letztern gleich Null ist, so er- 
balten wir an Stelle derselben nur zwei selbstsländige Perioden, 

wofür wir 

A,-A\, A, -A'\ 

oder auch nach Nr. 45 : 

wählen können. 

Diese beiden Perioden sind nach Nr. 50 geradezu als die 
(Ui — u^dz. J(uf — U2)dz in Bezug auf ge- 

wisse vom Punkte A nach den Punkten A' und A*^ gehende Cur- 
ven AH'A', AE"A*' zu betrachten, wofür auch die geraden Linien 
AA\ i4^''' selbst genommen werden können, da man über die Cur- 
ven CDA, CD*A\ CD'*A" (Fig. 12) derartige Bestimmungen zu tref- 
fen vermag, dass sich die Curven (A),{A'),{A^') mit ihnen allmälig 
zur Coincidenz bringen lassen. Will man nun diese Perioden durch 
andere Integrale ausdrücken, wo die Variable von der untern 
Grenze zur obern eine aufsteigende Reihe reeller Werthe durch- 
läuft, so braucht man nur in dem ersteren Integrale 
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und in dem andern 

a+a" . a"—a 

einzusetzen, wo z* und 2;" zwei neue Variabein bezeichnen. Wenn 
wir dann unter dem Integralzeichen die Accenle dieser lelzlern 
fortlassen, so erhalten wir für die beiden Perioden: 

+ 1 

/ dz 

dz 

-iV («*-') (-2- -«'+-2-«) 
Wäre hierin z. B. 

so würde eine dieser Perioden das Product aus der andern und 
% sein. 

5ir. Ist die Funktion % durch folgende Gleichung de- 

fiuirt : 

(« — a) (ä - a') (ä — a") (ä — a'") «^ = ftz , 

so finden wir zunächst durch Anwendung des aligemeinen Verfah- 
rens folgende sechszehn Perioden: 

^i+>42, A^^-A\, ^,+A» ^+^'"2, 

^2-f.4', , ^5+^",, ^2+^"'l. ^'l+^'2» • 

A\J^A\, A\^A*\, ^*\\A!'\, A'*\'^A*\, 
welche sich jedoch wegen der Relation 

t«i+ti2 = 
oder der hieraus entspringenden Gleichungen 

auf folgende sechs Perioden reduciren : 

A,—A\, A,—A\, ij— i'"i, 

^'i-^"., ^'i=^"'i, ^"i-^%. 
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Man sieht zwar, dass die vierte die Differenz der beiden ersten, 
die tonfle die Differenz der ersten und dritten, und die sechste 
die Differenz der zweiten und dritten ist, und könnte sich gleich 
hierdurch veranlasst sehen, von diesen Perioden nur die drei ersten : 

beizubehalten. Da indessen die Anzahl der Punkte Ä, A', A*\ A*" 
eine gerade ist, so wollen wir hier die in Nr. 47 gemachte Be- 
merkung benutzen. Es seien diese Punkte in solcher Anordnung 
aufgeführt, dass die geschlossene Curve ( + ii)(4-il0 ( + ^")(+^'") 
ohne Ueberschreitung jener Punkte in einen Kreis verwandelt wer- 
den kann, dessen Centrum zum Anfangspunkte der Coordinaten 
dient, und welcher alle vier Punkte umgibt. Beachten wir nun, 
dass in den nach den absteigenden Potenzen von % fortschreiten- 
den £ntwickelungen von u^ und uj, der Term mit dem Argument 

- nicht vorkommt, so gelten folgende Gleichungen: 

welche sich wegen der Gleichungen 

zu der einen Gleichung 

oder 

i|-i'"i =i|-i"|-U.-i'i) 

gestalten, und es ist somit klar, dass von allen jenen Perioden 

entschieden nur zwei als selbstständige auftreten, nämlich: 

iii — iii, ii| — A' i 
oder auch 

Ai + A\, ii+i"i. 
Nun sind diese beiden Grössen wieder, wie in der vorigen Num- 

(«1 — U2)dz, /(Wi— «2)d»oder, 

a Ja 

Ca* I fl" 

was dasselbe ist, 2/uidz, 2/ii|d2, wo sich die Integrationen be- 

züglich über die geraden Linien AA', AA'* erstrecken , zu be- 
trachten. 



mer. 
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Es Wird zweckmässig sein, an die bisher gewonnenen Re- 
sultate die Betrachtung einiger bestimmten Beispiele zu knüpfen, 
wozu sich die ersten aus der Theorie der elliptischen Functionen 
bekannten Eigenschaften darbieten.. Nehmen wir z.B. an: 

WO k eine unter der Einheit liegende ZahK vorstellt; wählen wir 
dann den Anfangspunkt der Coordinaten zum Ausgangsorte von 
Z, nennen ui diejenige der beiden Functionen, welche den An- 
fangswerth + 1 besitzt, und bezeichnen endlich mit Ä , Ä\ A'\ A^*' 

die den Werthen + I , + £ ~" ' > ~" r ^^^ * ^^^ Reihe nach ent- 
sprechenden Punkte: so können wir den Perioden des Integrals 
Uidz die beiden Summen i| +i's« ^i -^ A'*i, d.h. 



J 



+-1 

2 /!_ ^ 2 / ^ 



z'^) (1 — k^z^) 

gleich setzen, wo sich die Integrationen bezüglich über die geraden 
Linien AA', AA'' erstrecken. 

Von diesen zwei Perioden hat die erste folgenden reellen 
Werth: 



4 /] -^J^-- _ 
J ^ci_»»)(i_i 



und die zweite den imaginären Werth: 
— 2i 






(1 — fcV) 
welcher sich durch Substitution von 

verwandelt in: 
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■'Jji 



dz 





Setzen wir nach dem Beispiele Jacobi's*) 
1 ^1 






7; 



WO ar eine von Null bis Eins aufsteigende Reihe reeller Werthe 
durchlaufen soll, so erhalten wir für die beiden Perioden des In- 
tegrals ßiiz die Werthe 4K und 2tK'. 

Umgekehrt ergibt sich hieraus, wenn wir 

nehmen, wo also z als eine Function von v erscheint, die Ja- 
cobi mit sin am v bezeichnet hat, dass ohne eine Veränderung 
des Werthes von z beliebige ganze Vielfache von 4K und 2X! zu 
V addirt werden können; d.h. es ist, wie bekannt: 
sin am (i; + 4iK -f- 2i7'K') = sin am v, 
wo l und V beUebige ganze Zahlen vertreten. 
Föhren wir durch Substitution von 
1 — «« = a?2 
eine andere neue Variable x ein, welche hier als die gewöhnlich 
mit cos am v bezeichnete Function von v auftritt , so nimmt die 
Differentialgleichung 

dv^^UxHz^ = 



(1 — ä2)(1_J2^2) 

folgende Gestalt an: 
mithin ist 



V = /u\dz, 



*) FundamsnUi nwa Iheoriae funclionum elliptiearum. Re- 
giom. 1829. 
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wo u\ eine Function von % vorstellt, welche der Gleichung 

genügt. Beziehen wir nun, um unsere Theorie auf dieses Integral 
anzuwenden, die Punkte i, A\ A'\ A*'* resp. auf die Werthe -+ 1. 

+ r-i, — 1, — jT« von «, so stellen A^ -f A\ und i| + A*\ die 

k'. 

beiden Perioden dar. Die erste ist dem Integral ^ju'idz für die 

Ausdehnung der geraden Linie AA' gleich, oder mit andern Wor- 
ten, der Summe aus dem über die Linie AO iortgefüfarten Integrale 

2^/u\dz und dem über die Linie OA* ausgedehnten Integrale 
2 ju^idz, indem zum Anfangspunkte der Coordinaten dient; es 



ist somit: 



+1' 



d%_ p dz 

1 ^0 

Die hierin vorkommenden Integrale haben von Cauchy den Na- 
men geradlinige Integrale erhallen. Wenn wir in dem ersten 
derselben 

einsetzen und dann den Accent unterdrücken, so fmden wir: 



.0 .\ 



^" =-K; 



1 

und nehmen wir in dem zweiten 



so ergibt sich: 



« = ^■Vl■^r^^ 






fr'V)"*' 
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Demnach ist: 

ii+i4',= 2(K-iK'). 

Nun besitzt die zweite Periode At -h i''s ^^ Werth des Integrals 
2 ju^dZy aber die gerade Linie AA** ausgedehnt, folglich ist: 

^ /' dz / d% 

so dass die beiden Perioden des Integrals /ti'idf? durch die Grössen 

4K, 2(K-iK0 
dargestellt werden; somit gelangen wir zu der Fundamental-Eigen- 
schafl der Function cos am v, welche sich in der Gleichung 

cos am [v + 4Ä + 2/'(K - iK')] == cos am v 
ausspricht. 

Nehmen wir endlich an: 

wo wiederum y eine neue Function von v bedeutet, die man mit 
^/ am V zu bezeichnen pflegt; so geht die Differentialgleichung 

^^ ^ (I--»«)(I— fcV) 
über in: 



dv^ = 



mithin ist 

u\dz, 

wo u'*i eine Function von « vorstellt, welche der Gleichung: 

(1— «')(«*— *'*)u"«=I 
Genüge leistet. Wenn wir jetzt die vier Punkte A, A* jA" , A** 
bezüglich den vier Werthen + ür' , + I , — ür' , — 1 von % zuord- 
nftfki, so stellen sich die Werthe der Perioden ii+i's, A^ + i"s 
als folgende geradlinige Integrale dar: 
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iz 



yV(i-«')(«'-*") 

/ V(i — »*) («'' — fc'*) ^ V(i '— a*) («* - *") ' 



*' 

Ton denen jenes bei Substitution von 

»=Vi— *V« 

folgende reelle erste Periode liefert: 

' äz 



2 / ^ ^^-~ - -_ = 2K 



o 
und dieses bei Substitution von 

% = iir V 
die imaginäre zweite Periode in der Gestalt: 

1 

4tK'. 



4t / L- :^ ^_ 



t«"|d» die beiden Perioden 
2K, 4iK' 
besitzt, so gilt folgende aus der Theorie der elliptischen Functio- 
nen bekannte Formel: 

^ am (v + 2Ä + 4i7'K') = ^ am v. 
Man sieht, dass die beiden Perioden 
4K, 4tK' 
den drei Functionen sin am i;, cos am v und J am v gemein- 
schaftlich sind; dass 4tK' eine Periode von cos am t; ist, zeigt 

die Gleichung 

4K-2(2K~2iK') = 4iK' 

an, und man hat überhaupt, wenn unter ^{^S) eine dieser Func- 
tionen oder eine aus ihnen zusammengesetzte rationale Function 

verstanden wird: 

' 9 (v + 4m + 4rt*')=«y(v)- 
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l(tt« Die drei Perioden 

Äi 4'i, Äi^^Ä'\y Äi 



i 



sind in der vorstehenden Nummer mit Hilfe der Gleichung 

auf zwei reducirt worden; allein diese Reduction ist in dem Falle, 
wenn die Function «i durch die Gleichung 

(»— a) («— a' ) (»— a'O (ä— a"0 w» — H» = 
deünirl ist, wo H ein ganzes, durch keinen der vier Factorcn 
»— a, Ä— a', » — a", % — a'" tbeilbares Polynom von z bezeichnet, 
im Allgemeinen nicht ausführbar. Bei der Berechnung der Perio- 
den des Integrals fuidz kommen zwar die Punkte 9(,$(^ $['',...., 

welche solchen Werthen von .% entsprechen, für die das Polynom 
H verschwindet, gar nicht in Betracht, weil jede der Functionen 
iii und us nach einem Umlauf von Z auf irgend einer der Ele- 
mentar - Curven (81), (80, (8")..... ihren Anfangswerth wieder an- 
nimmt und die entsprechenden Elementar-Integrale sämmtlich Null 

/'* 
sind; man findet also wie früher, dass das Integral /tii({« die drei 

Perioden 

Ä Äi *»' Ä Ati ^44 Ä ASH „so 

Ai — A i==p,^i — A f —p , Ai — A 1— p 

besitzt, während Ä,Ä',A'\ Ä^" die Punkte bezeichnen, für welche 

z bezüglich die Werthe a, a^ a" , a"* hat. Wenn man sich aber 

des um den Anfangspunkt der Coordinaten beschriebenen, die 

Punkte A, A', A'\ A"\ 9, 9\ ^'\ sämmtlich umgebenden 

Kreises bedient, so gelangt man zu der Gleichung 

Ai — A\ + i", — A'\ = 2na 
oder 

p'— p" +!>"' = 27riA, 

wo X den Coeflicienten von - in der nach den absteigenden Po- 
tenzen von z fortschreitenden Entwicklung des Bruchs 

H 

V(Ä-a) («-a') (z—a**) («-a"Ö 
bezeichnet. So lange sich das Polynom H nicht auf einen con- 
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stanten Wertb redueirt, ist der Coeffkient X, wenigstens im All- 
gemeinen, nicht gleich Null, uud daher müssen die Perioden p\ 
p" y p'** selbstständige sein , können jedoch in besondern Fällen 
eine Verminderung auf zwei erleiden. 

IM. Wir wollen gegenwärtig den allgemeinem Fall unter- 
suchen, wenn die Function u durch die Gleichung 

(« — aXÄ—aOC« — «"). ...[»-- ß^—'Oti*—*» = 
definirt ist , wo h einen constanten Werth besitzt und unter a, a\ 

a", , a^»~*^ durchweg verschiedene Grössen verstanden werden 

sollen. Es lässt sich hier ohne Möhe erkennen, dass das Integral 

juidz folgende n— 1 selbstständige Perioden hat: 

\,^A\^p', A,-A'\^p", >l,-V»-t)=p(n-l,, 

welche für einen ungeraden Zahlenwerlh von n einer Reduction 
überhaupt nicht fähig sind, während, wenn die Zahl n gerade ist, 
mit Hilfe des um alle Punkte >l, >!', i^'',....* beschriebenen Kreises 
ausserdem die Gleichung 

It - A\ +A'*^ —A*\ +....+ ^^«-'^^ - A^^-\ ^ 
oder 

gewonnen wird, so dass in diesem F^lle nur n— 2 selbstständige 
Perioden 

P',P",P'", P<»-*> 

zur Geltung kommen. Wir können daher auch sagen, es sind, 
wenn die Anzahl der Grössen a, a' ^ af* y..., gleich 2n+l oder 
2n+2 ist, 2n selbstständige Perioden vorbanden, wovon jedoch 
der Fall eine Ausnahme bildet, wo jene Anzahl 2 ist, weil alsdann 
nur eine Periode existirt. 

Was nun die Werthe dieser Perioden p', p",i>'" ,.... selbst 
betrifft, so stellen sich dieselben geradezu als die Werthe des In- 
tegrals 

yX«it — u^dz = 2fuidz 

dar, wo sich die Integration über jede der geraden Linien AÄ\ 
ii", i4'",.... erstreckt. 
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M» Wir wollen einen Augenblick bei dem Falle verweilen, 
wenn in der Gleichung 

(»-a)»-aO(Ä— «")....[«— «^»~*^]w*- H2«0 
die Zahl n gerade ist und H ein ganzes, durch keinen der Fac- 
toren «- a, z — a', » — a",.... theilbares Polynom von z be- 
zeichnet. Auch hier kommen aus dem in Nr. 55 angeführten 

Grunde bei der Berechnung der Perioden des Integrals luidz 

die Werthe von z, für welche das Polynom H verschwindet, nicht 
in Betracht, und man hat wie am genannten Orte für dieselben 
folgende n — I Werthe: 

A, -A\ =p', Ä^ —Ä^\ =p" , Äi ~i(«->\ ^ p(n-i). 

Während sich jedoch früher die Verminderung der Zahl der selbst- 
siaiidigen Perioden auf die Gleichung 

gründete, tritt nach Nr. 50 in unserm Falle die Gleichung 

dafür ein, wo k den Coefßcienten von - in der nach den abstei- 

z 

genden Potenzen von z fortschreitenden Beihenentwickelung des 

Bruchs 

H 

V(«-T«) (» — a') . . . . [ä- o^'»-^)] 

bedeutet, so dass die ti — I Perioden überhaupt, so lange k von 

Null verschieden ist^ den Charakter der Selbstständigkeit besitzen. 

Die Fälle, in welchen der CoefGcient X gleich Null ist , sind 
folgende: 

1) wo der Grad des Polynoms H kleiner als ^^ — I ist; hier- 

hin gehört z. B.^das nur vierfach- periodische Integral 

{a+ ß%)dz 
worin P ein Polynom sechsten Grades von z vorstellt; 



/' 
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darch Gr698en von der Form 

gp+hq + kr-^h, ^p'+hq" + kr' + 1$* 
dargestellt werden. Da hier also die Wertbe der GrSssen x und 
«' oder, was eben ko fiel ist, der Functionen 9(1/, v')» 9'(v,v') 
ungcändert bleiben , so können wir zu der Variabein v die Grösse 

gp + hq + kr + ls 
hinzufugen, wofern gleichzeitig die Variable v* den Zuwachs 

gp' + hq' + Ärr' + Is' 
erleidet. Demnach finden f«»lgende zwei Gleichungen statt: 
Viv-^gp-^-hq+kr+hy v'+^/>'+A«' + *r'+fcO = 9)(v,i;')t 
. 9'(v+^I>+Ä5-h*r-h&, v'+gp'-^hq* + kr'+h')=^g)'iv,v'). 
Somit erblicken wir in den Functionen g> und 9' den Charakter 
der vierfachen PeriodicitSt wieder» dessen Entdeckung schon Ja- 
cobi*) im Jahre i66b gemacht hat. Zur Kenntniss der Perioden 
py q, r, 8, p\ q\ r\ 8* selber gelangen wir auf folgende Weist^. 
Bezeichnen i, A' , A*\ A"\ A^^ die aal die Elementar- Curven 
(+.l),(+/IO,( +i'0, (+^'")(+ii'^) bezuglichen Wertbe des Integrals 
f%ä,z und Ay , A\ , A'\ , A"\ , A^^^ die Wertbe des Integrals 
fu*dz für dieselben Curven, so erhalten jene Perioden f<»lgende 
Werthe: 

p^A — A', q ^ A^A'\ r^A-'A"*, s-A — A^y, 
p* = A,—A\, q^^A,—A'\, r*^A^-A\, 8'^A,-AlV,^ 
so dass wir auch hier wieder sagen können, die Perioden, p, q, 
r, 8 sind den Werthen des Integrals *4.fud% in Bezug auf die ge- 
raden Verbindungslinien AA* , AA*\ AA'** AA^^ und andererseits, 
die Perioden p' , q\ r\ s' sind den Werthen des Integrals 2fu'dz, 
auf dieselben Linien bezogen, gleich. 

Die vorstehende Betrachtung lässt sich, sogleich auf den Fall 
erweitern, wenn mehrere Functionen gleichzeitig gegeben sind. Es 



♦*) Crelle*s Journal, Bd 13, S. 55: De funcivvnikns ämarwm 
variahilium quadrvplicUer periodicis, quilmi Iheoria transrendentiwm 
Abelianarum innUitur. 
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sei^n plinilich a« o>\ a'\.,.. beliebige ungleiche Gfössen^ 4®reo 
Anzahl 2m oder 2mr—l sein mag; ferner bezeichnen w, w',.,,., 
i^m-2) Functionen von z, welcbe beziehungsweise folgenden Glei- 
chungen zweiten Grades Geni^e leisten: 
(2— a)(»—aO (»—»").... w* — (« + /?« + .... -f €»«-«)* = 0, 
(«—a)(»—a')(«'-a")....w'2 — («'+/?'« + .... f fi'««-«)*=0, 

Setzen wir nun: 



«ete + /udz + .... + ludzrts. v, 
/u'dz+lu'dz + .... + lu'dz^v'. 



/ u^'^-'^dz +Ju^'^ ^^dz +....+ / M^«-«>rf« « i/«-«) , 

wo sieb die Integrationen zwischen den Grenzen e ^ad % samEQt- 
lieh über eine und dieselbe Curve CMZ, die zwischen den Gren* 
zen (f und z* genommenen auch sämmtlich über eine und dieselbe 
Curve GM1\ u. s. f. erstrecken; so können wir ä, ä',.... , «(«»-*) 

als Functionen von v, v', , t;^»«-^) ansehen, also schreiben: 

*«9^[v, t^,*:.... t^(*~»>], «'-9)'[i;,t;', t;«'»-«) ],...;, 

Stellen dann p, j, , f die 2w — 2 Perioden des Intagrals 

Indz vor, ftroer f', j',..., <' die des InM?gr«|s IvdiZy u.s.f., so 

%' c Je 

MMt fiidb wie vorbin darthon , dass Mr jede der Functionen y, 
y%...., fp^^^ foigeode Gleichung stattfindet: 



9»(^ 






j,(m-J)j ^ 
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wo g, &,.... l beliebige ganze Zahlen bedeuten- Was nun die Pe- 
rioden p, q, , t, p\ q\ , f belriflt, so gelangen wir auf 

dieselbe Art zur Kenntniss derselben, wie früher. Sind nämlich, 
der obigen Bezeichnungsweise entsprechend, A^A\A'\..,. die über 

die Elementar - CurVen ( + A\ (+ A% (+ A") , genommenen 

Werthe des Integrals fudz, ferner Ai , A*^ , A'\^ die Werthe 

des Integrals yti'(22;, auf dieselben Curven bezogen, dann Jn, 

ii'ii, A'\iy die des Integrals fu''d» , u.s. f.; so dienen zur 

Darstellung der Perioden folgende Grössen: 

p==il — i', j = i4— i",...., t^A—A^^-'^\ 
p'=ii4— l'i, i'=^ij— l"j,...., ^.==i,— v*"-«>, 

und folglich erscheinen die Perioden p, q, t als die Werthe des 

Integrals 2fuiz in Bezug auf die geraden Verbindungslinien AA*^ 
iii",....,iiii<'«-«\ die Perioden p', 5',. ..., r' als die Werthe des 
Integrals 2fu*dz, über dieselben Linien ausgedehnt, u.s. f. 

59* Wir verlassen jetzt das Gebiet der Gleichungen zweiten 
Gradißs und wenden uns zu der Ermittelung der Anzahl und Werthe 

der Perioden des Integrals / urfs; für den Fall, das» die F^inction 

u durch eine Gleichung von höherem Grade definirt isL Als Bei- 
spiel wählen wir die binomische Gleichung: 

(«— c) («— a') . . . . [ä— a«»-»] li"» ~ H« = ; 
wo a«a', »>..,a^'^Mauter ungleiche (grossen und Q m gaiiws, 
durch keinen der Factoren «— a, «— o',...,, »— a<"~*> iheilbares 
Polynom von z bezeichnen. Bei der Berechnung der einzelnen 

Werthe des Integrals lu^dz können wir die Punkte 81, 8', 81",.,»., 

welche solchen Werthen von,;s entsprechen, für die das Polynom 
H verschwindet, ganz ausser Acht lassen, weil jede der Functionen 
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ti|, tii,.... ihren Anfangswerth wieder annimmt, sobald]^ der Punkt 
Z auf der uin einen jener Punkte gezogenen Elemenlar-Curve einen 
Umlauf gemacht hat, und alsdann die Elementar- Integrale für eine 
solche Curve sänKntlich Null sind. Es seien nun i,i4', ...., i('»-'> 
die den Werlhen a, a',...., a^»»"*) von z bezüghch entsprechenden 
Punkte, welche wir der Art angeordnet voraussetzen wollen, was 
uns gestattet ist, dass sich jede geschlossene Curve, deren Cha- 
rakteristik . 

ist, ohne Ueberschreitung eines der genannten Punkte mit einem 
soiehen Kreise zur Coincidenz bringen lässt , dessen Centrum im 
Anfangspunkte der Coordinaten liegt, und welcher dieselben Punkte 
sämmüich nrngibt. 

Der Kürze wegen setzen wii* 

Ai — i'i=p'|i Ä2 — ^'2"»p'n ...., Am — A'm=p^m* 

ii - ir^)=i>r « , i, - A^^) = p§»-t) , 

m m 

Überhaupt also, wenn unter 9, r, s ganze Zahlen verstanden 
werden: 

(q) (r) (r) (q) • 

i« — Af SS Pf — pg ; 

ferner nehmen wir gleich eine solche Anordnung der Functio- 
nen i«|, ««2,«.,., Um dU) dass jede derselben nach vollbrachtem 
Umlauf von Z auf irgend einer der Curven (4-ii), (+ii') »•••.» 
[+iiC»-i)l den Anfangswerth der folgenden erhält, d.h. wir nehmen 

wo auch jede dieser Functionen den Anfangswerth der vorher- 
gehenden erhält, sobald der Punkt Z auf einer der Curven (—i), 

( — -i') [— l(«-i)] einmal . herumgeführt ist, d.h. es gelten 

die Gleichungen: 
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(CT) ((J) ia) (ff) [a] (a\ 

Ä^\ = — ^m I ^-« = — ^i y ^"9 ^^ — M »••••» 

(o) (a) 

endlich seieu Vi, v% , t;^ die Werthe der Integrale / «iito, 

/u^dz,.,.., Jumdz^ welche einer bestimmten Curve CMK ent- 

entsprechen. 

Die gegenwäriig zu behandelnde Aufgabe besteht nun dariii, 

alle möglichen Werthe des Integrals luidz durch allgemeine Aus- 

J c 

drücke darzustellen, wenn sich die Integration über Cunren jeder 
Art erstreckt. 

Sobald die Charakteristik einer lntegrations*Cur?e CLK ge- 
geben ist, unterhegt es keinen .Schwierigkeiten, den entsprechen- 
den Werth des Integrals zu ' ermitteln; denn jeder Term 
[+^^''^] der Charakteristik hat in dem Ausdrucke des Integrals 
seinen correspondirenden Term von der Form -h A^^^ , jeder Term 
[ — il(9)J der Charakteristik seinen corr<»spondireaden Term von 
der Form — A^^\ und überdiess ist dem letzten Term CMK der 
Charakteristik ein Term des Integrals , etwa t;^ , zugeordnet, wo 
dann die Indices f und g als ganze positive Zahlen folgenderuias- 
sen bestimmt sind: i) je nachdem der erste Term des Integrals 
mit dem Plus- oder Minuszeichen versehen ist, besitzt derselbe 
den Index I oder m; 2) gehört zwei auf einander folgenden Ter- 
men das Pluszeichen an, so übersteigt der Index des zweiten Terms 
den des ersten um Eins ; 3) dahingegen übersteigt der Index des ersten 
Terms den des zweiten um Eins, falls beide Terme mJt dem Minuszei- 
chen erscheinen*); 4) endlich sind die Indices beider Terine ein- 
ander gleich, wenn die Vorzeichen derselben entgegengesetzt sind. 



*) Es versteht sich hier von selbst, dass man statt den Index m 
um Eins zu vergrössern, dafOr 1 selbst nehmen muss, wahrend statt 
einer Verkleinerung des Index 1 um Eins dafür m eintritt. 
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Wir wollen der Deutlichkeit wegen von der Annahme aus- 
gehen, dass die Anzahl der positiven Terme der Charakteristik für 
die Curve CLK grösser sei, als die der negativen, alsdann gilt 

dasselbe auch für den Ausdruck des Integrals lu^dz selbst. Zer- 
legen wir nun diesen Ausdruck von links nach rechts der Art, 
dass in jedem der abgesonderten Theile die Anzahl der positiven 
Terme die der negativen um m Einheiten übersteigt, nur den 
letzten Theil ausgenommen, wo der Unterschied dieser beiden Zah- 
len kleiner sein kann, als m ist ; so hat irgend einer jener Theile 
mit Ausnahme des letzten einen Werlh, welcher durch Addition 
der Summe 

^1 + -^1 + . . . . + -^m 

ZU einer gewissen Anzahl von Differenzen der Form Aq — Ar er- 
halten wird. Weil nun aber die Gleichung 

folgende nach sich zieht: 

4| 4- ij -f . . . . -f im = ^ » 

SO reducirt sich der betrachtete Theil auf eine Summe von solchen 

(ß) (») 
Differenzen Aq — Ar und kann mithin durch die Formel 

+ 



(»-!) (n-l) 
+ l'mP'm H- i'^mp'^m +.... + ^m pm 

dargestellt werden, wo die Buchstaben ^i , ^i,...., l^^^\ fs»**«- 
lauter ganze positive oder negative Zahlen von ganz beliebigem 
Werthe, selbst Null nicht ausgeschlossen, bezeichnen. Ganz ent- 
sprechende Ausdrücke gelten natürlich für die übrigen Theile des 

/•* 
Integrals Juidz mit Ausschluss des letzten, welcher, wie sich ohne 
*^ c 

Weiteres ergibt, bis auf eine Grösse der Form von id, immer einen 
der folgenden Werthe besitzt: 



- U8 - 

Vi, 

A1+V2, 

il+ij + Vj, 

Ai + A^ + Ä^ + Vi, 

Ai +ij + -... + 4m-l -i-Vm* 

Hid% für alle 

Arten von Integrations-Curven zwischen C und Jf in folgenden m 
Formeln enthalten: 

W + Vi, 

MJ + ^+Vj, 

w '\- A^ + Az + Vi, 



Wir gingen zwar von der Annahme aus, dass die Zahl der posi- 
tiven Terme in dem Ausdrucke des Integrals, welches sich über 
die Curve CLK erstreckte, grösser als die der negativen sei; es 
lässt sich indessen der entgegengesetzte Fall auf jenen zurückfüh- 
ren, wenn man bedenkt,, dass zu dem in Rede stehenden Aus- 
drucke die Grösse A^ -i- A2 + + im» die gleich Null ist, belie- 
big vielmal hinzugefügt werden kann, und so gelangt man auch 
hier wieder zu den nämlichen Resultaten. 

Die vorstehende Untersuchung lässt also deutlich erkennen, 
dass die Grössen y,, p'\ , p^-^\ p'«»...., p^"^^ , 

(n-l) >»* 

ymt....9 Pm lauter Perioden des Integrals luidz sind, und zu- 
gleich noch, dass jede andere Periode desselben aus jenen zusam- 
mengesetzt ist; man wird daher durch Addition beliebiger ganzen 
Vielfachen dieser Perioden zu m passend gewählten Werthen des 

Integrals luidz jeden der unendlich vielen Werthe desselben er- 
langen. 

Wir wollen, um den Werth einer Periode zu erhalten, die 
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bestimmte Periode p^fmsAf — A^f:s:Af-\'A'^(f^i) ins Auge fassen. 
Zunächst ist dieselbe offenbar gleich dem W^rthe des Integrals 
fufdz, über die geschlossene Curve (+i)( — Ä') ausgedehnt, und 
ausserdem, weil die Function Uf nach einem Umlauf von Z au^ 
dieser Curve ihren Anfangswerth wieder annimmt, von der Lage 
des Punktes C unabhängig (Nr. 11). ba wir aber die Curve (-1- i) 
( — i') mit einer Zusammensetzung aus der Curve B*HD (Fig. 25), 
der unendlich kleinen geschlossenen Curve. DFED (im directeii 
Sinne genommen), der Curve DHD* (im umgekehrten Sinne ge- 
nommen) und schliesslich der unendlich kleinen geschlossenen 
Curve D'PE'B' ohne üeberschreitung eines der Punkte A, A\ -4",.... 
zur Coineidenz bringen können , so wird unsere Periode f*f auch 
den Werth des Integrals füfdz mit Zugrundelegung dieser zusam- 
mengesetzten Integrations-Curve besitzen. Beachten wir nun, dass 
das Product («— a)«^ für ä = a und das Product (%'—a')uf für 
zz^af verschwinden, so haben die über die unendlich kleinen Cur- 
ven DEFD und D'FED* ausgedehnten Theile des Integrals, wie 
es uns schon in Nr. 50 begegnete, beide Null zur Grenze, und so- 
mit erscheint f*f als die Grenze von der Summe der über die Cur- 
ven D'ffl), DHh* fortgeführten Theile des Integrals, so dass wir 
auch sagen können , die Periode p^ hat d.en Werth des Integrals 
f{uf—Uf^\)dz in Bezug auf die Curve A'HA. 

Dasselbe, was hier die Periode jff betraf, gilt eben so auch 
für jede andere, und es ergibt sich daher, dass die Werthe der 
Integrale f{ui — n^^dz, y(tij— «et)<i»,...., y(«m~-«i)rf« die Pe- 
rioden selbst sind, indem sich die Integrationen über die geraden 
Verbindungslinien AA\ ii",...., AA^'^'^'^ erstrecken. 

Zwischen den m{n — l) Grössen p \ , p"| ,...., pm ^ finden eine 
Anzahl direct aufzuweisende Beziehungen statt. Da nämlich, wie 
bereit^ erwähnt ist, 

ist, so hat man die Gleichungen: 
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A{» 


-" + 4- 


•" + ... 


. + 




P'i 


+/. + . 


...+!/« 


-0, 




P"i 


+P\+. 


...+P"m 


-0, 





oder: 



woraus eben hervorgeht, dass sich jede der n — - 1 Perioden p'm« 

'»—1) 
P'mi-'.o Pm durch die mit entgegengeseUtem Vorzeichen ge- 
nommene Summe von m— 1 andern ausdrücken lässt, dass al^o 
die Anzahl der selbstständigen Perioden eine Reduction auf 
(m—l)Cn—\) erleidet. 



Berücksichtigen wir nun, dass die Perioden 

/i.p'v....» P'm 
dem Werthe nach bezüglich mit den Integralen 

f(^^-'U^)d%,f(u^—n^)dz,....,f(^m'-Ul)dz 
übereinstimmen^ wo die Integrationen über eiqe ii^od 4i^<^lbe vom 
Punkte A' nach dem Punkte A gehende gerade Linie fortzuführen 
sind, und dass überdiess folgende Gleichungen statlfinden: 

^ Hf!t - 1?» _ (»" r *) • -^1 

11, »:e »II, , t«i»=e « tt|,....,i«m«« •^ «n; 

s6 ergeben sich fAr die Perioden 

P'l^P'l » P'm 

folgende Weribe : 

(l~e «)/i«td«, e"^ a—e'^'^)fuidz, 

_lf!i «-l!!i (m— i).*i^^ 271^ 

e «(I— e "^ )fuid%, e^ »» (I— e" «/Ui*. 

wo sich die Integrale über eine und dlfes^lbe grade Linie ^U er- 
strecken, und somit ist: 
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A-e "»p'^yt«« "•p'i , Pm^S "* PV 

Pflr die übrigen Perioden finden wir ganz ähnlich die Relationen: 

.p,«=« P I» P i»« "• PJ1...0 P m = « "* Pt» 

jjf-n ^ e ~ p<f « , pI-'> =r « m p{»-t), 

p(«-») s « '» p^*■'*^ 

aus welchen wiederum nur die vorhin aufgestellten Gleichungen 
p'i+P's+..-. + P« = ö. 
p"t+P"a + ...-+P"-»«0^ 



und keine neuen zu entnehmen sind, in denen sich eine fernere 
Verminderung der Anzahl selbstständiger Perioden ausspräche. 
Nehmen wir den speciellen Fall an, dass die Anzahl n der Grös- 
sen a,a\a*\.... einem Vielfachen von m gleich ist, so erhält jede 
der Functionen «1,149....» «^l nach einem Umlauf von Z («uf 
einer die Punkte A, A\ A'\.... sämmilich umgebenden geschlos- 
senen Curve wieder Ihreii Anfangewerth,- und es bietet sich dann 
4ift in Nr. 47 gemachle Bemerkung für jede der Functionen dar. 

Bezeichnel nämlich l den Coefficienten von - in der nach den ab- 

z 

steigenden Potenzen von 9 fortschreitenden Entwickelung des Bruchs 

H 
;y(s-a)^«— flO. ... («— a<»^] ' 
so ergeben sich die Gleichungen: 



^, + it's+A + ..- + ^i -2mA« «, 

inr-X) _ ili 



i«+i'i+iS+....+im-i =2mae •* 



- m - 



und 


<)«iuiaeh 


ist 












p'^+A 


► +P'". 




.. + ?<*-» = 

m 


-27rtAe"' 


k ■ 

m 




p\+p"i 


(+P"'. 


+ .. 




^27rtiir 


• m 




p'i+p" 


.+/". 


+ .. 


..+Pm-! = 


— 27riXi 


\m-H.2« 
! m 



Die Anzahl m dieser Gleichungen wird nun vermöge der schon 
früher aufgestellten Relationen zwischen den Perioden auf m-- 1 
wesentlich verschiedene reducirt, ond wir finden auch in der That, 
dass das Resultat der Addition alter Gleichungen = ist. Wenn 
ausserdem der Coefßcient A gleich Null ist, so lassen sich m — I 
Perioden durch eben so viele mit entgegengesetzten Vorzei- 
chen genommene Summen mehrerer anderer ausdrücken, also die 
(m — I) (n — 1) selbststandigen Perioden auf (m— ij (n— 2) reduciren, 

ein Umstand, welcher in dem speciellen Falle eintritt, wenn der Grad 

... II . 
des Polynoms H kleiner als die ganze Zahl l ist 

Wir können leicht ermittein, welche Penaden in dKese» ver- 
sehiedenen Fällen alt selbststdndige ättftrete», Wetm sich näm- 
lich n durch m theilen lässt, oder \venn \, falls n einem Viel- 
fachen von m gleich ist, einen beliebigen Werth besitzt, so fallen 
die Perioden />'„,, p*\ , p% , fort, da die Gleichungen: 

Pm=— !>', ~y,- p'a— ...., 

p'i^-p''i^p\-p\- 



zur Geltung komnen, während die (m — l)(n — 1) zurückbleiben- 
den überhaupt selbstständig sind ' Nehmen ^r hingegen an, dass 
n durch m theilbar und sugleich ^ Null ist, so finden cwischen 
diesen zurückgebliebenen Perioden folgende m— 1 Gleichungen 
sUtt: 
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P't+f"*+P"\ + .... + p^^^'-O, 
P'«-i+i>"» +p'"i + . ... +pt->) == , 

fit 9 

woraus folgt: 



-C^ 



p^i^-p^-p'".- 

p',^ — p".-p"'4-....-p':-«. 



m-JI 



p-^«, =«= -p'-«- p-", —...,— p; 



und mithin fallen noch die Perioden p\y f'^,...., V*m-\ fort. 
Im allgemeinen Falle,' wo (m — l)(n — 1) die Anzahl der selbst- 
ständigen Perioden ist, werden diese also folgendes System hHden: 

P'l» P\i P'8'----i P"m-8» P'm-^, F'm-4» 

P 1» P 3' P ♦»••••» P m-r?» P m— 1» P m» 

P'" . P'"«. P"'4...... P'"«-l, P'"»-.. P'"», 

P"'., P'"». P^"!. P"'«-2, P"'m-1. P"'«, 

oder, wenn wir mit w die Exponentialgrösse e "* bezeichnen: 
p'i , «p', , cö*p', ,.,.., («)•»-*?', , w"»-»p'i . ft)'»-'p'i , 
wp",, öV,, wy,,...., w"-»?"!, td"»^;.",, w"-'?''!, 
p'",, fi»y",, wV", fti— Vi. w-^'",, w— »p'",. 

p"'i. fi»p"'i, wy •',,...., «•»-»p/»',, <ö"»-«pj»'i,w"-y»', , 



Um nun für den Fall, dass die Zahl n durch m theilbar und 
zugleich der Coefßcient A, Null ist, die (m— l)(n — 2) selbstslän- 
digen Perioden zu erhalten, brauchen wir nur die erste Horizontal- 
reihe des ein^n oder andern der beiden vorstehenden Systeme zu 
streichen, und es bleiben dann folgende Perioden zurück: 

ft>p",, cdV,, cuy, w-'-y',, w^-y,, ««-y,, 

p'"4, to«p"',, wy ",,.,.., «"-yi, w»-y",, cd^-y,, 
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pj^»,' €«il•^*^ w'pi«-«) , w«-*p<"^*^, w"•-Vi^*^ 

•O. Zum Schlüsse «mag noch die Untersuchung der Glei- 
chung dritten Grades: 

Platz findeu. Bezeichnen «i , 14 , 14 die drei dieser Gleichung ge- 
nügenden Functionen, deren Anfangswert he für z^O bezüglich 
0, + 1 und — I sind, so werden, wie wir in Nr. 32 gesehen ha- 
ben, die erste und zweite derselben gleiche Werlhe annehmen, so- 

2 
bald der Punkt Z vom Anfangspunkte aus nach dem «= + öjT 

entsprechenden Punkte Ä gelangt, und zwar auf dem geradlinigen 

Wege OÄ; ferner erhalten die erste und dritte Function gleidie 

Werlhe, wenn der Punkt Z vom Anfangspunkte aus über die ge- 

2 
rade Linie OÄ' bis zu dem x» — - , entsprechendes Punkte J' 

fortgegangen ist Ausser den Punkten A nnd Ä' gibt es jedoch 
keinen, welcher vielfachen Wurzeln der gegebenen Gleichung ent- 
spräche» Wir wollen nun, was einer frühem Auseinandersetzung 
zufolge erlaubt ist, die Elementar-Curven (.4) und {A') mit den ge- 
raden Linien Ol, OA' allmäüg zur Coincidenz bringen und dann 

/* /* /* 

mit ti|, Vj, v, die Werthe der Integrale lu^dx, iu^dz, iu^dx 

J •/ J o 

für eine bestimmte Integrations-Curve OMK bezeichnen. Zunächst 
ist die Frage zu beantworten, welche Werlhe das Integral 1 Ufdz 
überhaupt annehmen kann, wenn die Bewegung des Punktes Z 
von C bis JT auf Curven jeder Art geschieht. 

In Nr. 32 wurde gezeigt, dass die Wurzeln «if und «4 nach 
einem Umlauf von Z auf der Curve {A) ihre Anfangswerthe aus- 
tausdien, während gleichzeitig u, den eignen Anfangswerth wieder 
annimmt; demnach erhält auch die Function tfi + 14 ihren An- 
fangswerth wieder, so dass die Integrale yVi^ci« und y*itt| ■{- u^)dx, 
über die Curve (4-^) ausgedehnt, keine Veränderung erleiden, 
wenn nämlich vorausgesetzt wird, dass sich diese Curve auf eine 
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unendlich kleine geschlossen«; Curve um den Punkt A reduciren 
lässt. Da nun die Functionen 113 und iii+V) in diesem Punkte 
endliche Werthe behalten, so ist nach Nr. 46: 

und weil die Integrale ij, A^j^ aus paarweise gleichen, aber ent- 
gegengesetzten Elementen «bestehen, eben so auch die beiden Inte- 
grale i| , i4~9 und desgleichen die Integrale A% , l-i , so ist ferner : 

^3 Ä A^ SBS , ' A^ 3s — ii j =. A-~\ = —^ ii— t . 
Andererseits gelten die Gleichungen: 

Da wir demnach das Vorzeichen eines b^ebigen Terms der 
Charakteristik ändern können , ohne' eine Veränderung des Werths 
des gesuchten Integrals dadurch her?orznnifen, so brau<^n wir 
dieses Vorzeichen nicht besonders zu setzen. Beachten wir femer, 
dass jede der Functionen >iii , u^, Uj nach einem Umlauf von Z 
auf der Curve {A)\A) ihren Anfangswerlfa wieder annimmt, und 
dass die Voi^ficAe fuiiz^ fu^iZy fu^iz , über diese Curve fort- 
geführt, den vorstehenden Relationen gemäss gleich Null sind; so 
ist es erlaubt, falls in der Charakteristik einer von Z zu durch- 
laufenden Curve die beiden Terme (i4)(i) auf einander folgend 
vorkommen sollten, diese zu unterdrücken. Dieselbe Betrachtung 
gilt auch fftr die beiden etwa auf einander folgenden Terrae (i40 (iO» 
und wir sind daher berechtigt, gleich kn Voraus anzunehmen, dass 
in je zwei auf einander folgenden Termen der Charakteristik der 
Curve OLK die Buchstaben A und A' beide vorkommen. 

So werden die drei ersten Terme eine der beiden folgenden 
Zusammensetzungen bilden müssen: 

(AKA[)(A), (A')(AKA'). 
^as nun zum Beispiel die Function ii| betrifft, so nimmt dieselbe 
nach einem Umlauf des Punktes Z auf einer geschlossenen Curve, 
welche durch eine dieser Zusammensetzungen repräsentirt ist, ihren 
Anfangs werth wieder an, und andererseits ist das Integral Aiid« 
für diese Curve gleidi Null. Es folgt hieraus, dass wir zunächst 
die drei ersten Terme der Charakteristik der Curve OLK unbe- 
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sctiadet de§ Integrals Juids streichen dürfen; aus denselben Grün- 
den ist dies auch mit den drei folgenden Termen gestattet^ u. s* f., 
so dass schliesslich die Charakteristik auf eine der folgenden For- 
men zurückgefüturt wird: 

+ OMK, {A) + OMK, U')+OMK, (Ä)U')'^OMK, (i')(i)+OifJf, 
und dann das Integral in Bezug hierauf folgende Werthe erhält; 

V|i ii+Vj, A\+Vz, Ä^+vi, i'i+t;,. 
Weil aber die gegebene Gleichung dadurdi, dass wir «i in ---t« 
und zugleich z in — z verwandeln» keine Aenderung erleidet, so 
eripibt sich ohne Weiteres Ä\^Ag\ demnach besitzt das in Rede 
stehende Integral, welche Gestalt übrigens die Curve OLK auch er- 
halten mag, nur drei wesentlich verschiedene Werthe,. die sich fol- 
gendermaßen darstellen lassen: 

n, Ai+Vj, Ai+vt, 
Da also die Anzahl der Werthe des Integrals /t<|(f« eine begren^^e 
ist, so schwindet für das eben behandelte Beispiel eine Untersu- 
chung der Perioden von selbst. 

Ueberhaupt ist das Integral ludK immer nur auf eine be- 
grenzte Anzahl von Werthen beschränkt und deshalb nicht perio- 
disch, sobald die zwischen i« und « stattfindende Gleichung die Form 

/(«) = « 
hjajt, ^irorin f(u) ein ganzes Polynom von u bezeichnet, welches 
nicht unmittelbar von z abhängt. Setzt man nämlich 

/ud» =?? V , 


so hat man: ^ ^ w/ aj 

dv^udz ^ufwdu, 

mithin: v^fumdu^Fhi), 

worau9 folgt, dass das ganze Polynom v=:F(tt) für jeden Werth von z 

eben so viel Werthe besitzt als ti, während andererseits die Anzahl der 

Werthe von u nach Massgabe der algebraischen Gleichung 

fiu) = z 
eine begrenzte ist. 



Zweite Abhandlung. 



1. 

Das Integral tufdsij worin ii| eine continuirliche Function 

• ' c 

von z vorstellt, welche der algebraischen Gleichung 

genügt, besitzt im Allgemeinen unendlich viele Werthe. Diese 
WeKhe entsprechen, wie Cauchy bewiesen hat, allen möglichen 
Curven, die der zur Darstellung der Variabein z dienende beweg- 
liche Punkt Z von C bis K durchlaufen kann, während z von c 
bis k wächst. 

Schon bei der frühern Untersuchung wurde auf dem von 
Cauchy zuerst betretenen Wege gefunden, dass unendlich viele 

Werthe des Integrals juidz nur um beliebige ganze Vielfache ge- 
wisser Constanten verschieden sind , und dass jede dieser Con- 
stanten, welche den Namen Perioden fuhren, die Form 

p :==fundz 
hat, wo Un eine aus der Gleichung 
mz) = 
sich ergebende Function ist, und wo ausserdem das Integral sich 
übee eine geschlossene Curve von der Art erstreckt, dass die 
Function Un nach einem Umlauf von Z auf dieser Curve ihren 
Anfangswerth wieder erhält. Indessen ist es nicht ohne Weiteres 
klar, I) dass jede der soeben definirten Grössen p wirklich eine 

/* 
Periode des Integrals juidz ist, und 2) dass eine solche Periode 

Fischer, Puiseux^s ünterBUChungen etc. 9 
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allen Werthcn des Integrals zukommt. Es soll jetzt gezeigt wer- 
den, dass es sich in der That so verhält, wenn die Gleichung 

irreductibel isf*"), dass also immer ein Werth des In- 
tegrals luidz entsteht, wenn man beliebige ganze Viel- 
fache von Grössen der Fofm p zu einem.Werthe des 
Integrals addirt, und hierdurch erhält dann die zweite Frage 
von .^r. 48 der vorstehenden Abhandlung ihre vollständige Lösung. 
Wir gehen von folgendem Satze aus: 

„Wenn eine continuirliche algebraische Function von z ein- 
werthig ist, d. h. wenn sie jedesmal denselben Werth erlangt, 
so oft der bewegUche Punkt Z denselben Ort einnimmt, so muss 
dieselbe rational sein.'* 

Nehmen wir nämlich an, dass diese Function, die mit v be- 
zeichnet werden .mag, folgender Gleichung Genüge leistet: 
N^in^.p^-1 4.Q^m-2 4. ^^^^ + Si; + T = 0, 

wo N, P,....^ T ganze Polynome von % sind, so wird es, wenn 

wir hierin: 

NvÄti 

setzen, für jeden Werth von z ebenfalls nur einen Werth von u 
geben, welcher dann der Gleichung 

(1) ti« + P««-'^ +NQw*»-« -h . . . . + N« -^Su + N«-iT « 
genügt, und die Function u wird ausserdem für keinen endlichen 
Werth von z unendlich gross. 

/'* 
Es ist nun leicht einzusehen, dass das Integral fuidz den- 
selben Werth behält, wenn wir die Integrations-Curve CMK zwi- 
schen den festen Grenzen C und K verschieben ; der Beweis hier- 



*) Unter irreductibel verstehen wir hier, dass die linke Seite 
der Gleichung durch kein ganzes Polynom von u und z theilbar ist ; 
überdiess mag vorausgesetzt werden, dass auch kein von x allein ab- 
hängender ganzer Factor vorkommt. 
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\m wqr/de in Nr, 9 unter d«r Voraussetzung geführt, dass sich die 
Verschiebung der Curve CMK über keinen der Punkte i, 4',.... 
hinaus erstreckt, für welche die Function u mit einer zweiten Wur- 
zel der Gleichung (1) coincidirt. Aber das in Rede stehende Inte- 
grial Meibt im gegenwärtigen Falle auch dann ungeändert, wenn die 

Curve CMK durch einen der Punkte A,A", hindurchgeht. 

Was z. B. die Ueberschreitung des Punktes A betrifft, so sei DEFG 

(Fig. 26) eine unendlich kleine, denselben umgebende geschlossene 

Curve, nach welcher die beiden Linien CD und KF gefuhrt sind; 

Pi^ ^6- es wird dann behauptet, dass der 

Wertb des Integrals luizy über 

die Curve CDEFK fortgeführt, 
dem Werthe für die Ausdehnung 
CDGFK desselben Integrals gleich 
ist. Denn jeder von diesen 
Werthen, und alsdann audi die 
etwa stattfindende Differenz derselben, ist von dem Umfange der 
Curve DEFG unabhängig , und zwar reducirt sich diese Differenz, 
da die Function u für jeden Punkt der Linien CD, FK nur einen 
Werth besitzt, auf den Werth € des Integrals ywrfa;, über die 
Curve DEFG ausgedehnt. Da nun die Function für jeden endli- 
chen Werth von z endlich bleibt, so lässt sich offenbar durch hin- 
längliche Verengung der Curve DEFG die Norm von € kleiner ma- 
chen, als jede gegebene Grösse ist, und weil endlich e selbst vom 
Umfange dieser Curve nicht abhängt, so muss geradezu 

sein, was eben jetzt behauptet wurde. 

Lassen wir dann die Punkte C und K zusammenfallen, wo- 
durch die Curve CMK in eine geschlossene übergeht, so ist das 
integral fudz für diese Curve nach Nr. 12 überhaupt von dem 
Ausgangsorte C des Punktes Z unabhängig. Daraus folgt, dass der 
Werth desselben keine Aeuderung erleidet, man mag die Integra- 

9* 



. tions-Carve irgendwie verschieben, und zwar, da sieh diese auf 
den blassen Punkt reduciren kann, immer Null ist. 
Setzen wir jetzt 

und bezeidinen mit y den besondern Werth von z, welcheoi der 
Punkt r entspricht, so theilt die Function 

y(g) — y(y ) 
» — y 
mit g>{x) oder u die Eigenschaft, für jeden Werth von z nur 
einen Werth zu besitzen und immer endlich zu bleiben. Das- 
selbe gilt auch noch für z:= y; denn die Function ^{z) nimmt 
nach einem Umlauf von Z um F ihren Werth wieder an, und 
folglich besteht das auf den Punkt F bezügliche cyklische System, 
welchem diese Function angehört, nur aus einem Term (Nr. \^)y 
mithin lässt sich q>{z) nach Nr. 23 für hinreichend kleine Werthe 
von z — y in eine convergente, nach den ganzen positiven Poten- 
zen von z — y fortschreitende Reihe entwickeln, d. h. es ist: 

9{z) = (p(y) + A(» — y) + B(ä — y)* + ...., 
und folglich: 

mZli^) = A+B(«-y)4.... 
z— y V // 

Wir sehen also, dass die Function 

9)(«) — 5P(y) 
z — y 
für Ä =s y den endlichen Werth A behält. 

Somit lässt sich auf diese Function das in Bezug auf die 
Function u Gesagte anwenden, und auch das Integral 



J »—3 



'dz. 



Y 

über eine beliebige geschlossene Curve ausgedehnt, ist gleich Null. 
Hieraus folgt alsdann die Gleichung: 

■y J «— y 
wo sich die auf beiden Seiten vorkommenden Integrationen über 



'wy.^V' 
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irgend «ine und dieselbe geschlossene Curve erstrecken. Der Werth 

ergibt sich leicht, wenn wir annehmen, dass 

, » — y 

diese Curve überall vom Anfangspunkte geringere Entfernungen 
hat, als die Norm von y ist, was stets erlaubt ist» und wir finden 
für denselben 2m. Da andererseits die convergente Reihe 

J L + y. + yI+ 

% — y z z^ z^ 
stattfindet, so können wir die vorstehende Gleichung auch foigen- 

dermassen schreiben: 

WO nun die rechterhand vorkommenden Integrationen über eine be- 
liebige geschlossene Curve fortgeführt werden können, wofern nur 
diese den Anfangspunkt der Coordinaten einschliesst,- etwa über 
einen um den Anfongspunkt beschriebenen Kreis. 

Wenn wir jetzt die Gleichung (I) durch Division mit (z^)"* 
in folgende Form bringen: 






WO die ganzen Polynome N, P, Q, R,...., S,T iri Bezug auf* 
der Reihe nach die Grade n, p, g, r,*..., s, t haben, so ist klar, 

dass sämmtliche Potenzen von — vom zweiten Term aus mit un- 

endlich anwachsendem z zu Null herabsinken, wenn die ganze Zahl 
jii einen solchen Werth hat, dass alle Nenner von höherem Grade 
als die zugehörigen Zähler sind, d. h. wenn f.i die grösste der Zahlen 
n + { 2n+r (m — 2)n + s (m — l)n + t 

öbersteigt. Da dann alle m Wertlie von — mit unendlich anwach- 
sendem z zu Null herabsinken, so können die m Normen von 
^-^ durch hinlängliche Yergrösserung der Norm voi^x beliebig 
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klein gemacht werden; ist also M die grösste der Normen von 

^ für den Umfang eines um den Anfangspunkt beschriebenen 

Kreises, so kann dieselbe dadurch zu beliebiger Kleinheit gebracht 
werden, dass man den Radius des Kreises hinreichend gross nimmt. 

Nun ist die Norm des Integrals 1^^ . — , aber diesen Kreis aus- 
gedehnt, kleiner als die Summe der Normen der Elemente '*'), d.h. 
als /MdT=i2nM, mithin ist auch die Norm des Coefticienten von 

yf^ in der Entwickelung von 9>(y) selbst kleiner als My und folg- 
lich muss dieser Coefficient, der sonst einen bestimmten, vom Ra- 
dius unabhängigen Werth hat, gleich Null sein. Somit kaao die 
Entwickelung von ^(y) keine Potenzen mehr enthalten, deren Ex- 
ponenten die grösste der Zahlen 

n+q 2n + r {fn^l)n+t 

^' 2 ' 3 *••••' m " 

übersteigt, und daher nur eine begrenzte Anzahl von Termen um- 
fassen. Wir sehen also, dass ^(y) eine ganze Function des Ar- 
guments y, oder u eine ganze Function von x^ dass mithin 

die Function ^^^ in Bezug auf z rational ist, was zu 

beweisen war. 

Wir kehren nun zu der irreductibeln Gleichung 
/(!*,«) = 

zurück, welcher die m Functionen %, u^, , Um Genüge leisten, 

und führen auch den Beweis dafür, „dass man immer durch den 
Punkt C eine geschlossene Curve der Art legen kann, dass von 
zwei nach Belieben gewählten Functionen jenes Systems, etwa u^ 
und Un , die eine U| nach einem Umlauf von Z auf dieser Curve 
den Anfangswerth der andern tc« erhält. '' 



*) Jüe Norm «iner Summe von complexen Grössen ist immer 
kleiner als die Summe der Normen der Summanden. 
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Verhielte es sich nämlich anders, so würden die Functionen 
fiiy Uf ,..,., Um in zwei Klassen zerfallen, von denen die eine Jt 
aus der Wurzel Uf und solchen Wurzeln besteht, deren Anfangs- 
werthe die Function Uf überhaupt annehmen kann, während die 
andere Klasse j(' diejenigen Wurzeln in sich begreift, deren An- 
fangswerlhe die Function Ui niemals annehmen kann, und unter 
welchen sich dann Un findet; keine der Wurzeln der ersten Klasse 
würde ihren Anfangswerth mit einer Wurzel der zweiten Klasse 
vertauschen, auf welcher geschlossenen Corvo (J) man auch den 
Punkt Z von C aus herumfahren mag. Denn wollte man z. B. 
annehmen, dass die Wurzel Uf der Klasse St den Anfangswerth 
einer Wurzel Uf der Klasse X' erhielte, so brauchte man nur eine 
gesdilossene Curve (F) ausfindig zu machen , auf welcher U| den 
Anfangswerth von Uf erhält, um zu dem, unserer Definition der 
beiden Klassen widersprechenden Resultate zu gelangen, dass Uf 
nadi einem Umlauf von Z auf der geschlossenen Curve (r)(z/) 
den Anfangswerth von Uf annimmt. 

Da also die Wurzeln der Klasse St ihre Anfangswerthe nur 
unter sich vertauschen können, so nimmt immer eine symmetrische 
Function X dieser Wurzeln denselben Wertb wieder an, auf wel- 
cher geschlossenen Curve man auch den beweglichen Punkt Z nach 
C zurückfuhren mag, woraus sich nun leicht ergibt^ dass X für je- 
den Werth von x nur einen Werih besitzt. Es sei nämlich 

P(X,z) = 
eine algebraische Gleichung, welcher X genügt, und zwar wollen 
wir zogleif h voraussetzen, dass X im Punkte € eine einfache Wur- 
zel dieser Gleichung ist (im entgegengesetzten Falle würde ein in 
unmittelbarer Nähe von C liegender Punkt statt dessen anzuneh- 
men »ein). Könnte nun X in einem Punkte K zwei verschiedene 
Werthe h und V besitzen, je nachdem Z die Curve CLK, oder die 
Gurve CMK durchläuft, so würde es unter* den Functionen X, X', 
X" ,....n die der Gleichung 
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eine andere l^^ geben, «ekhe durdi Fortbaveggiig von 
Z anf dar Corfe CMK in K den W^rtk k annimmt, und abdann 
wtirde 1 dorcb Fortbewegung von Z auf der gescUoseenen Curve 
CLKMC oflenbar den AnCangswertb von i.<^> in C erhaben, was 
deswegen nicht möglich ist, weil l im Punkte C bestandig densel- 
ben yferih wieder annimmt 

Wenn hiemach die Function k für jeden beliebfgen Punkl K, 
oder Ar jeden Werth von z nur einen Werth besitzt, so ist die- 
selbe, dem oben bewiesenen Satze zufolge, nothwendig in Bezug 
auf z rational, so dass sich dann noch die Summe aller Wurzeln 
der Klasse St, so wie die Summe der Producle von je zwei, je 
drei, u«s. w. auf eine rationale W«se in Bezug auf 2 ausdrücken 
lassen. Diese Wurzeln müssen alsdann einer aigehraischeu Glei- 
chung von niedrigerem Grade, als die Gleichung 

f(u,%) ^ 
ist« Genüge leisten, was aber der Vorans$:elzung widerspricht, dass 
diese irreductibel ist Somit können wir immer durch den 
Punkt C eine geschlossene Curve der Art legen, dass 
«I auf derselben den Anfangswerth von u» erhält. 

Mit Hilfe dieser Sätze gelangen wir nun ohne Mühe zur Ein* 
sieht der oben ausgesprochenen Behauptung. Es bezeichne näm- 

lieh Vi den Werth des Integrals luidz, über eine beliebige Curve 

CMK ausgedehnt, und p den Werth des Integrals yV^M ({2;, wo sich 
die Integralion über eine solche geschlossene Curve erstreckt, auf 
welcher die Function Un nach einem Umlauf von Z ihren Anfangs- 
werth wieder erhall; diese können wir noch bis zum Punkte C 
fortscbieben, ohne dass der Werth von p, den wir Periode ge- 
nannt haben, eine Aenderung erleidet. Die Charakteristik der hier- 
durch eingeführten neuen Curve sei (<D). Um uns nun davon zu 
überzeugen, dass durch Addition von p zu v^ wiederum ein Werth 

• des Integrals lufdz entsteht, brauchen wir nur des Satzes zu ge- 
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denken, dass man immer durch den Punkt C eine solche geschlos- 
sene Curve (O legen kann, auf welcher «i nach einem Umlauf von 
Z den Anfangswerth von Un erhält, und wo dann ti« den Anfangs- 
werth von u, annimmt, wenn die Fortbewegung im entgegengesetz- 
ten Sinne, also auf der Curve (— O geschieht. Demnach reducirt 

sich des Integral fuidZy über die Cunre 

genommen, weil die auf die Terme (F) und (- F) der Charak- 
teristik bezuglichen Theile desselben gleich und entgegengesetzt 

sind, auf: 

p + t;, . 

Eben so hat unser Integral, über die Curve 

{D(—w){-r)-\'CMK 

ausgedehnt, den Werth: 

Hiaratts ergibt sich endlidi, dass man zu einem beliebigen Werthe 
t;, des Integrals juidz eine beliebige Periode p addiren oder sub- 

trabiren kann, mithin eben so auch beliebige ganze Viel£ache 
sämmtUcber Perioden, dass folglich jede Periode allen Wertbeu des 
Integrals zukommt wenn, wie vorausgesetzt wurde, die Gleichung 

irreductibel ist. 
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II. 



Aus der vorstehenden Darlegung geht klar hervor, dass man 

die zur Vollfuhrung eines Umlaufs von Z dienenden gesehloftsenen 

€urven immer so wählen kann, dass die Function Ui am Ende 

die Anfangswerthe aller übrigen Functionen erhält^ wofern nur 

die Gleichung 

/•(w,ä)^0, 

welcher diese Functionen tei , u^y , Um von % Genüge teisten 

irreductibel ist. Wir können somit geradezu aussprechen, dass 

eine algebraische Function, welche durch eine irreductible Gleidmng 

mten Grades definirt ist, für jeden Werrh von z gerade m^ Wertbe 

annimmt, wobei aber alle diejenigen isolirten Werthe von %, für 

welche die Gleichung vielfache Wurzeln beaitet,^ ai>sgeschl«9seil 

bleiben. 

Anders muss es sich freilich verhalten, wenn die Glei(^ufig 

nicht irreductibel ist. Angenommen, das Polynom f(u,z) zerfiele 

in zwei polynomische Factören g)(uz) und ipin.z), welche keinen 

Factor gemeinschaftlich haben, so würden sich die Functionen Ui , 

f«2,...., Um in zwei Klassen sondern, von denen eine aus solchen 

Functionen besteht, die der Gleichung 

9(t*,») = 
genügen, während die Functionen der andern Klasse in der Gleichung 

\p(u,z)-=0 
enthalten sind; alsdann würden die Functionen jeder Klasse ihre 
Werthe nur unter sich vertauschen« mithin könnte jede der Func- 
tionen Uli %,...., Um nur eine solche Anzahl von Werthen an- 
nehmen, die den Grad eines der Polynome q>{UyZ), tp(%z) in Be- 
zug auf u nicht übersteigt, folglich kleiner als m ist. 

Auch die Umkehning dieser Behauptung findet allgemein 
statt, dass nämlich eine algebraische Function von ia, welche m 
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W^rihe f&r jeden Werth von z besitzt, einer irreductibeln Gleichung 
vom Grade m genügen muss ; weil anderenfalls, wenn diese Func- 
tion einer irreductibeln Gleichung von höherem oder niedrigerem 
Grade » zugehorte, dieselbe n Werthe besitzen würde, während 
diese Anzahl der Voraussetzung gemäss m sein sollte. För den 
besondem Fall, dass die Function stets einwerthig ist, haben wir 
bereits früher den rationalen Charakter derselben erkannt/ 

Wir wollen jetzt untersuchen, ob eine algebraische Gleichung 
zwischen zwei Variabein: 

deren reelle oder imaginäre CoefScienten numerisch gegeben sind, 
irreductibel ist, oder nicht.*) 

Zunächst sondern wir diejenigen Werthe von % ab, für wel-- 
che die gegebene Gleichung vielfache oder unendlich grosse Wur- 
zeln hat; dieselben werden sich nämlich als die Wurzeln einer 

Gleichung 

9)(ä) = 

in begrenzter Anzahl darstellen lassen, etwa die Werthe a^a^ 

a'^.... besitzen und gewissen Punken Ä, A\ A'\.... entsprechen. 

Bezeichnen wir nun mit c einen willkürlich angenommenen, jedoch 

von den Grössen a, ^^ af\ verschiedenen Werth von z und 

mit C den entsprechenden Punkt, so dass also die Gleichung 

nu^c) = 

m durchweg ungleiche Wurzeln 61, (1^ bm liefern wird, wel» 

che wir ale die verschiedenen Anfangs werthe der m Functionen 
Mt* Ms)....9 Um einführen wollen; legen wir dann durch den Punkt 
C geschlossene Curven der Art, dass jede nur einen der Punkte 
Af A\ A'\.... umgibt, während alle übrigen Punkte ausserhalb dcir- 



*) Es bleibt hier der Fall ausgeschlossen, wo diese Gleichung 
vielfache Wurzeln hat, welche Werthe z auch erhalten mag; nach der 
bekannten Theorie von :den gleichen Wurzeln würde dieselbe in sol- 
chem Falle eine Zusammensetzung aus mehrern andern Gleichungen sein. 
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Mlben bleiben, und bezeicbuen nut (i) die um den Punkt i b** 
schriebene Curve, mit (Ä*) die um den Punkt A' gezogene, u. s. U 
so lässt sich nach den schon früher in Nr. 26 — 31 angestellten 
Betrachtungen für jede dieser Elementar -Curven diejenige Func* 
ti<»i Uf allgemein ermitteln, deren Anfangswertb bf* nach rinem 
Umlauf des Punktes Z einer Function Uf zukommt. Wollte man i.B« 
untersuchen, welche Functionen es sind, deren Anfangswerthe die 
Function «i (überhaupt annehmen kenn, so würde sich ergeben, 
dass zunächst diese die Anfangswerthe einer gewissen Anzahl an* 
derer Functionen ti», tip,...., Ur annimmt, sobald der Punkt Z 
auf je einer Elementar- Curve herumgeführt ist; dass dann wieder 

jede der Functionen ti«, Up, , t^ nach den Umläufen von Z 

auf je einer Elementar -Curve die Anfangswerthe gewisser Func- 
tionen erhalten würde, die nun entweder unter den bis jetzt in 
Betracht gekommenen schoa begriffen sind, oder nicht» ' Im letx^ 
tem Falle seien Upfj iCps...., Ur» die nen hinzutretenden Function 
nen, deren jede wiederum nadi den Umläufen von Z auf je einer 
Elementar-Cnrve entweder die Anfangswerthe bereits geflmdener 
Functionen annehmen würde, oder ausserdem die Anfongswerthe 

von neuen Functionen Un", Up^*, Ur", u.s.f. Schliessltch würde 

man nach einer gewissen Reihe derartiger Partial-Untcvsndmngen 
nothweodig irgend welchen der bishei* ermittelten Functionen wie- 
der begegnen müssen, und somit finden, dass M|, ic«, tip,...., 
Ur, u»s Hp',...., Ur', Un'* ..... alle Verschiedenen Functionen sind, 
deren Anfangswerthe die Function Uf überhaupt »nnehmcsi kann. 
Nun sind zwei Fälle möglich, 1) dass die Anzahl dieser Function 
neu gleich m ist, also ihre fiesammtheit geradezu mit der der 

FliBCtionen «i, iCs> > Km übereinstimmt: tisdann gibt es m 

Werthe der Function Uf , und die Gleichung 

ist gewiss irreductibel; 2) dass die Anzahl fi dieser Functionen 
kleiner als m ist: alsdann ergeben sich nur fc Werthe der Func- 
tion tf| , und diese gehört einer irreductibeln Gleichung /ut«n Grt- 
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des in, d. b. die gegd>ene Gleicbung ist in diesem Falle nicht ir^ 
reducUbet. 

Die fi Punctionen^ deren Anfangswerthe die Function i£| an- 
nimmt, welche hier mit tci , u^y...., u^i bezeichnet werden mö- 
gen, vertauschen nämlich ihre W^rthe nur unter sich; ferner wird 
es eine gewisse Anzahl v unter den übrig bleibenden Wurzeln der 
Gleichung 

geben, deren Anfangswerthe eine nach Belieben gewählte Function 
unter diesen annimmt, welche wir mit te^+i, ti^+3,...., uulj^v be- 
zeichnen wollen. Sollten noch überdiess Wurzeln zurückbleiben, so 
würden wir auf ähnliche Weise zu einer neuen Klasse von q Func- 
tionej[) gelangen, die ebenfalls ihre Werthe nur unter sich vertau- 
schen, U.S. f., bis die ganze Reihe d^r Functionen ii| , k,,...., Um 
erschöpft ist. Hiermit sind dann aus der gegebenen Gleichung 

so viel irreductible Gleichungen gewonnen, als Klassen gebildet 
wurden, und zwar geben die Zahlen fi, Vy q die Grade der- 
selben an. 

Wir haben also ein Verfahren erzielt, mittelst dessen sich so- 
wol erkennen lässt, ob eine Gleichung zwischen zwei Yäriabeln ir- 
reductibel ist, als auch, wenn diese Eigenschaft nicht vorgefunden 
wird, die Grade der abgesonderten irreductibeln Gleichungen er- 
geben. Auch können leicht diejenigen ganzen Functionen von z 
aufgestellt werden, welche den verschiedenen Potenzen von u in 
diesen Gleichungen als Coefßcienten dienen; wir wollen indessen 
hierauf nicht näher eingeben. 

Es verdient bemerkt zu werden, dass die Kenntniss der ge- 
nauen Werthe der Wurzeln a, a', a", der Gleichung 

für die Anwendung keineswegs erforderlich ist, vielmehr genügt 
es, nur um jeden der entsprechenden Punkte Ä,A', i'',^...eine 
Curve zu beschreiben, die alle übrigen Punkte ausschliesst; diese 
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TrennuBg Itest sieii iber mit Hilfe des schöneo SaU«9 von Cäueby 
über die Anzahl d«^r von einer Cunre eingeschlossenen imagiiiaren 
Wurzeln immer bewerkstelligen.*) 

Beispielsweise betrachten wir folgende Gleidiung: 

welche beiUufig in die Gleichung für die Dreiflieilung des Winkels 



*) Der Siatz kann leicht folgendermassen hergeleitet werden. 
Wenn yj , yj »...., ym die m Wurzeln der Gleichung 

bezeichnen, welchen die Punkte F, , rj,.,.., Fm entsprechen, so 
lässt sicli diese in der Form: 

y(,)^c(« — yJP(Ä — y,)«.,..(z-.y^)«=0 

darstellen, woraus wir direct erhalten: 

9'M_ ^ I g _L . ' * 

y(z) 2— y, «— yj « — ym 

und alsdann den Werth des Integrals 



ß 



■dz 



far eine gewisse geschlossene Grenzcurve ohne Doppelpunkte, auf der 
wir den z entsprechenden Punkt Z uih die etwa eingeschlossenen 
Punkte F herumführen, in der Gestalt: 

{p + q'^.... + s)2m. 
Gleichzeitig durchläuft 4er uE^^{x) zugehörige Punkt ü eine andere 
geschlossene Curye, über welche das Integral 

ausgedehnt den Werth 2nm erhalt, wo n die Anzalit der Umlaufe um 
den Anfangspunkt der Coordinaten bedeutet; lolglieh ist: 

F + tf + •••• + «=.«) 
d.h. die Anzahl der vielfachen und einfachen Wurzeln 
der Gleichung g){z) =- U, welche innerhalb einer Grenz- 
curve von Z liegen, ist gleich der Anzahl der Umläufe 
des Punktes ü um den Anfangspunkt der Coordinaten, 
während der Punkt 2 . die geschlossene Grenzetirve 
durchläuft 



/^ 
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übergehfi wenn man darin % durch ' — x-77; und u durch -7^ er- 

setzt Die beiden Werthe von %\ für iivelcbe dieselbe gleiche Wur- 
zein liefert, sind: 

_ . 2_ 2_ 

*~^3V3' *~ ^V3' 
Bezeichnen wir mit i, A' die beiden ihnen entspi*echenden Punlite 

und mit K| , ti| , tcg , die drei der gegebenen Gleichung genügenden 
Functionen, deren Anfangswerthe für 2 - bezüglich 0, -|- 1 und 
— I sind, so finden wir nach Nr. 32 ohne Mühe, dass die Func- 
tion ii| nach einem Umlauf Ton Z auf der Curve (i) den Anfangs- 
werth von u% und nach einem Umlauf von Z auf der Curve {A*) 
den Anfangswerth von 1^3 erhält, mithin drei Werthe annimmt, 
und dass folglich die Gleichung 

irreductibel ist, was sich übrigens sofort ergibt, wenn man hierin 
% als eine Function von u betrachtet. 



Beriehtigangeii, 

Stall Canchy^s Exereices tPAnülysf et de fthysique mathämalique aind irrlbOmlich 

dessen Nouveaux Exereices angegeben worden. 
S. 2.5, Z. 5 V. e. ist stall! diesem zn lesen: diesen. 
S. 57, Z. 3 V. u. - - Functionen - - runüUoB. 

S. 84, Z. 10 ?. p. - - htdz - - , /M|d2. 



S. 111^ Z. 1 V. 0. ' 7.U tesen: nicht zu einem einzigen, 
S 112, Z. 14 V. o. - statt: 1835 zu lesen : 1834. 
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